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Motivation und Ziele des Seminars

Als Erfinder der Geometrie iiber p-adischen Korpern gilt gemeinhin John Tate. Er hatte Ende der
50er Jahre Rechnungen zu elliptischen Kurven mit p-adischen Hilfsmitteln durchgefiihrt. Grothendieck
kommentierte diese in einem Brief an Serre mit:

Tate has written to me about his elliptic curves stuff, and has asked me if I had any ideas
for a global definition of analytic varieties over complete valuation fields. I must admit
that I have absolutely not understood why his results might suggest the existence of such
a definition, and I remain skeptical.

Tate lieB sich nicht entmutigen und skizzierte Ende der 60er Jahre weitgehende Ideen zu einer
rigid-analytischen Geometrie iiber ultrametrisch bewerteten Kérpern wie beispielsweise Q. Die Moti-
vation hierzu lag darin, p-adische Eigenschaften von Gleichungen — etwa der einer elliptischen Kurve —
nicht alleine mit Methoden der algebraischen Geometrie zu untersuchen. Ein Vorbild hierbei war die
Theorie algebraischer Kurven iiber den komplexen Zahlen C, die dquivalent zu kompakten Riemann-
schen Fldchen sind. Letztere konnen in der komplexen Analysis mit viel elementareren Methoden
untersucht werden. Auf einer Riemannschen Fléche kann man zum Beispiel die Theorie der Integrati-
on und den Residuenkalkiil beniitzen. Jede kompakte Riemannsche Fliche ldsst sich uniformisieren.
Am bekanntesten ist sicher der Fall elliptischer Kurven iiber C: Jede solche lésst sich beschreiben als
Quotient C/A fiir ein Z-Gitter in C, oder, weniger bekannt in der multiplikativen Form C*/¢? fiir eine
komplexe Zahl mit Betrag |q| > 1.

Zwar ldsst die rigid-analytische Geometrie keine einfache Integration zu. Ein Residuenkalkiil im
projektiven Raum P! iiber ultrametrisch bewerteten Kérpern ist aber leicht zu entwickeln. Dank Tates
rigid-analytischen Réumen gibt es auch eine Uniformisierungstheorie fiir gewisse Kurven iiber Q,,.

Im Seminar behandeln wir anhand der Quellen [Bos08, BGR&84, FvdP04, Ber93] folgende Themen:

I Affinoide Rdume, die lokalen Bausteine rigid-analytischer Raume
II Konstruktion rigid-analytischer Rdume mithilfe von Grothendieck Topologie und Garben
III Beispiele rigider Riume wie Tates elliptische Kurve; Residuenkalkiil in Unterriumen von P*

IV Ausblicke auf eine Theorie von Berkovich

Vorkenntnisse: Algebra I (Mininum), Algebra II (kommutative Algebra; empfohlen)
Optional, aber niitzlich: z.B. Algebraische Zahlentheorie/Geometrie oder Funktionentheorie I1
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