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Motivation und Ziele des Seminars

Als Erfinder der Geometrie iiber p-adischen Koérpern gilt gemeinhin John Tate. Er hatte Ende der
50er Jahre Rechnungen zu elliptischen Kurven mit p-adischen Hilfsmitteln durchgefiihrt. Grothendieck
kommentierte diese in einem Brief an Serre mit:

Tate has written to me about his elliptic curves stuff, and has asked me if I had any ideas
for a global definition of analytic varieties over complete valuation fields. I must admit
that I have absolutely not understood why his results might suggest the existence of such
a definition, and I remain skeptical.

Tate liefl sich nicht entmutigen und skizzierte Ende der 60er Jahre weitgehende Ideen zu einer
rigid-analytischen Geometrie iiber ultrametrisch bewerteten Kérpern wie beispielsweise Q. Die Moti-
vation hierzu lag darin, p-adische Eigenschaften von Gleichungen — etwa der einer elliptischen Kurve —
nicht alleine mit Methoden der algebraischen Geometrie zu untersuchen. Ein Vorbild hierbei war die
Theorie algebraischer Kurven iiber den komplexen Zahlen C, die dquivalent zu kompakten Riemann-
schen Fldchen sind. Letztere kénnen in der komplexen Analysis mit viel elementareren Methoden
untersucht werden. Auf einer Riemannschen Fliache kann man zum Beispiel die Theorie der Integrati-
on und den Residuenkalkiil beniitzen. Jede kompakte Riemannsche Fliache ldasst sich uniformisieren.
Am bekanntesten ist sicher der Fall elliptischer Kurven iiber C: Jede solche lisst sich beschreiben als
Quotient C/A fiir ein Z-Gitter in C, oder, weniger bekannt in der multiplikativen Form C* /¢ fiir eine
komplexe Zahl mit Betrag |¢| > 1.

Zwar lédsst die rigid-analytische Geometrie keine einfache Integration zu. Ein Residuenkalkiil im
projektiven Raum P! iiber ultrametrisch bewerteten Kérpern ist aber leicht zu entwickeln. Dank Tates
rigid-analytischen Rdumen gibt es auch eine Uniformisierungstheorie fiir gewisse Kurven iiber Q,,.

Im Seminar behandeln wir anhand der Quellen [Bos08, BGR84, FvdP04, Ber90] folgende Themen:

I Affinoide Rdume, die lokalen Bausteine rigid-analytischer Raume
II Konstruktion rigid-analytischer Rdume mithilfe von Grothendieck Topologie und Garben
II1 Beispiele rigider Riume wie Tates elliptische Kurve; Residuenkalkiil in Unterrdumen von P!

IV Ausblicke auf eine Theorie von Berkovich

Organisatorisches

e Vorkenntnisse: Algebra I (Mininum), Algebra II (kommutative Algebra; empfohlen). Optional,
aber niitzlich: z.B. Algebraische Zahlentheorie/Geometrie oder Funktionentheorie I/I1

o Homepage: www.iwr.uni-heidelberg.de/~Ann-Kristin.Juschka/seminar-ss2014/

e Zwei Wochen vor dem eigenen Vortrag (oder allgemein zu Verstindnisfragen) in die Sprechstunde
kommen (donnerstags 14:15-15:45, INF 368; ungerade Vortragsnummer: Yujia Qiu, Raum 209 /
gerade Vortragsnummer: Ann-Kristin Juschka, Raum 231)


www.iwr.uni-heidelberg.de/~Ann-Kristin.Juschka/seminar-ss2014/

Vortrige

Im ersten und zweiten Teil folgen wir fiir Tates Theorie rigider Rdume Boschs Vorlesungsskript [Bos08],
insbesondere dessen Notation und Struktur. Unsere weiteren Hauptquellen sind [BGR84, FvdP04]. Aus
den beiden letzteren behandeln wir im dritten Teil Beispiele rigider Rdume. Neben der angegebenen
Literatur in den jeweiligen Vortrigen bieten auch die folgenden Quellen eine gute Einfithrung in
verschiedene der unten beschriebenen Themen: [BR10, Con08, Tat71].

Teil I Affinoide Raume, die lokalen Bausteine rigider Rdume

Die Vortrige in diesem Teil beschéftigen sich mit den lokalen Bausteinen von Tates rigid-analytischen
Geometrie: die Tate-Algebra und ihre Quotienten, die affinoiden Algebren A. Deren maximales Spek-
trum Sp(A):=Max(A) sind die affinoiden Réume, die im zweiten Teil zu den allgemeinen rigiden
Réumen verklebt werden.

1. Die Tatealgebra T,

Zunichst soll in diesem Vortrag die Topologie eines ultrametrisch bewerteten Kérpers K anhand von
[Bos08, §1.1] erklirt werden, deren totale Unzusammenhéngendheit die Definition von analytischen
Funktionen erschwert. Anschlieflend soll wie in [Bos08, §1.2] die Tate-Algebra der strikt konvergie-
renden Potenzreihen eingefithrt werden. Zuletzt soll gezeigt werden, das die Weierstraf3-Theorie der
Tatealgebra dhnlich der eines Polynomrings entwickelt werden kann. Im Detail:

o Ultrametrisch bewertete Korper K : Definition einer Ultrametrik, Beispiele eines ultrametrischen
Korpers, Vollsténdigkeit und Cauchy-Folgen auf K, die totale Unzusammenhéingendheit und die
Problematik des Begriffs einer analytischen Funktion (moglichst viele Beweise aus [Bos08, §1.1]).

e Definition der Tatealgebra: Eindeutige Fortsetzbarkeit der Bewertung nach K8 [Bos08, Appen-
dix]; Konvergenzradius einer formalen Potenzreihe auf B,,(K®8) und Definition der Tatealgebra
T,, [Bos08, Lem. 1.2/1—Def. 1.2/2]. Miindlich: Im néchsten Vortrag werden die Elemente von T,
als Funktionen B,,(K?8) — K?# interpretiert [Bos08, Cor.1.2/12].

e Frste Figenschaften der Tatealgebra: Definition einer Banachalgebra iiber K, Definition und
Multiplikativitdt der Gaufl-Norm, Vollsténdigkeit von T,, bezgl. der Gauf3-Norm. Charakterisie-
rung von Einheiten von T,, und das Maximum-Prinzip fiir T,, [Bos08, p.8—Prop. 1.2/5].

o Weierstrafische Theorie: Definition (,-allgemeinener Elemente, die Weierstrafidivision mit Rest
und der Weierstrafische Vorbereitungssatz mit Beweisideen [Bos08, Def.1.2/6—Cor.1.2/9].

Literatur: [Bos08, Appendix, §1.1-Cor.1.1/9], [FvdP04, §1.1 & 3.1]
Vortragender: Gebhard Bockle 22.04.2014

2. Die Ringtheorie der Tatealgebra

Wie im letzten Vortrag angekiindigt, werden zunéchst die Elemente der Tatealgebra T, als Funk-
tionen B,(K*8) — K?8 interpretiert [BGRS84, §7.1.1]. AnschlieBend werden ihre ringtheoretische
Eigenschaften und Abgeschlossenheit von Idealen a C T,, behandelt und affinoide Algebren T,,/a ein-
gefiithrt:

e Interpretation von T, als Funktionenalgebra: Noether Normalisierung; maximale Ideale und
Endlichkeit der Restklassenkérper; das maximale Spektrum Max(T,) und Interpretation der
Elemente von T,, als Funktionen B, (K®8) — K®& [Bos08, Cor.1.2/10-1.2/12].

e Ringtheorie der Tatealgebra: Die Tatealgebra T, ist noethersch, faktoriell, normal und Jacobson
[Bos08, Prop.1.2/13—Prop. 1.2/15].

e Ideale in der Tatealgebra: Beweise, dass jedes Ideal in T,, abgeschlossen ist ([Bos08, Cor.1.3/8
und 1.3/9] oder [FvdP04, Thm. 3.2.1] entlang [Bos08, §1.3] oder [FvdP04, §3.2].



o Affinoide Algebren: Definition einer affinoiden Algebra A = T, /a, Interpretation ihrer Elemete
als Funktionen V'(a) — K&, Beweis ringtheoretischer Eigenschaften von A und Vollstéindigkeit
unter der Restklassennorm [Bos08, Def 1.4/1—Prop. 1.4/4].

Literatur: [Bos08, Cor. 1.2/10—Prop. 1.4/4], [BGR&84, §7.1.1], [FvdP04, Thm. 3.2.1].
Vortragender: Philipp Schneider 29.04.2014

3. Affinoide Algebren und die Spektralnorm

Ziel dieses Vortrages ist es affinoide Algebren mit ihren Spektralnormen einzufithren und zu zeigen,
dass alle Restklassennormen auf einer affinoiden Algebra dquivalent (zur Spektralnorm) sind.

e Wiederholung affinoide Algebren: Definition einer affinoiden Algebra A = T,,/a, Interpretation
ihrer Elemete als Funktionen V'(a) — K®# Beweis ringtheoretischer Eigenschaften von A und
Vollstandigkeit unter der Restklassennorm [Bos08, Def 1.4/1—Prop. 1.4/4].

e Die Spektralnorm(=Supremumsnorm): Definiere Seminormen, die Spektral(semi-)norm und zei-
ge erste Eigenschaften, aus denen insbesondere das Maximumsprinzip fiir die Spektralnorm folgt
[Bos08, S. 23—Prop.1.4/15]. Erwéhne die Folgerung in [BGR84, Prop. 6.2.1/4(iii)].

o Stetigkeit aller Morphismen und Aquivalenz aller Restklassennormen von affinoiden Algebren:
Definiere Restklassennormen [Con(8, Exc. 1.2.4], zeige verschiedene Unabhéngigkeiten von einer
Restklassennorm und folgere die gewiinschte Aquivalenz [Bos08, Thm. 1.4/16 — Prop. 4.1/19].

e Verallgemeinerte Polyzylinder B, (p) mit Radius p: Erklére, fiir welche p € R™ es eine affinoide
Algebra A mit Max(A) = B,,(p) gibt ([FvdP04, Exc. 3.4.8], [BGR84, Thm. 6.1.5/4]). Erwihne
miindlich, dass Berkovichs Theorie in Teil IV keine solche Einschrénkung hat [Con08, Def. 4.2.7].

Literatur: [Bos08, §1.4], [BGR84, §6.1.5—Thm. 6.2.4/1], [Con08, Def. 4.2.7].
Vortragender: Philipp Schneider 06.05.2014

4. Affinoide Riume

Nachdem wir die algebraische Seite von Tates Theorie kennengelernt haben, werden nun wie in der
algebraischen Geometrie affinoide Rdume Sp(A) zu einer affinoiden Algebra A assoziiert und mit der
mit der Zariskitopologie versehen.
o Affinoide Rdume: Definition des Spektrums von A und affinoider Rdume Sp(A) mit der Zaris-
kitopologie [Bos08, Lem. 1.5/1—Prop. 1.5/2] und ihren Morphismen [Bos08, Ende §1.5].
e Hilbertscher Nullstellensatz: Beweise das Analogon des Hilbertschen Nullstellensatzes aus der al-
gebraischen Geometrie und beschreibe Erzeuger des Einsideals [Bos08, Prop. 1.5/3—Cor. 1.5./6].
o Die kanonische Topologie eines affinoiden Raums: Definiere die kanonische Topologie und zeige
die Stetigkeit von Morphismen beziiglich der kanonischen Topologie [Bos08, § 1.6 bis Prop. 6].
e Beispiele affinoider Teilmengen: Definiere P!(K) und seine affinoiden Teilmengen [FvdP04,
§2.1]. Erklare [FvdP04, Exmp. 2.2.2-Exc. 2.2.7] und ihre Affinoiditét [FvdP04, Exmp. 3.3.5].
Erwéhne [FvdP04, Rem. 2.2.10, Prop. 3.3.6 —Rem. 3.3.7], deren Beweis erfolgt im 10. Vortrag.

Literatur: [Bos08, §1.5, 1.6], [FvdP04, §2.1, 2.2, 3.3], [BGRS4, Def. 7.1.4], [Ked04, The projective line].
Vortragender: Tim Adler 13.05.2014

Teil I Konstruktion rigider Rdume

In der Differentialgeometrie oder der Theorie der Riemannschen Fléchen definiert man globale geo-
metrische Rdume oft durch einen Atlas zusammen mit Verklebedaten. In der algebraischen Geometrie
ging man dazu {iiber, die Verklebedaten in Termen einer Garbe auf einem topologischen Raum zu



definieren. Im Beispiel einer Riemannschen Fliche X hiele das: Man gibt den topologischen Raum X
zusammen mit einer Zuordnung Ox vor, die jeder offenen Teilmenge U von X die Menge der auf U
holomorphen Funktionen nach C zuordnet. Bei dieser Struktur handelt es sich um eine Riemannsche
Fliche, wenn man weiter Folgendes fordert: X besitzt eine Uberdeckung (U;);es von offenen Mengen,
so dass jedes U; isomorph zu einer offenen Kreisscheibe D ist und unter diesem Isomorphismus die
Zuordnung Ox eingeschriinkt auf Teilmengen von U; mit der {iblichen Zuordnung O auf D identi-
fiziert wird. In der rigiden Geometrie ist dies etwas subtiler zu handhaben: man muss die Klasse der
offenen Mengen einschréinken, die als U; zuldssig sind. Mit anderen Worten, man muss die Atlanten in
einer geeigneten Weise beschrinken. Hierzu definiert man eine Grothendieck Topologie. Anschlieend
ist die Definition eines globalen rigiden Raumes sehr natiirlich.

5. Affinoide Unterbereiche

In diesem Vortrag werden die affinoiden Unterbereiche eingefiihrt, die spéiter die zulédssigen offenen
Mengen der Grothendiecktopologie bilden werden. Die teilweise umfangreichen Beweise zu folgenden
Punkten sollen nur gut skizziert werden.

e Definition affinoider Unterbereiche: Definition Weierstrass-, Laurent und rationaler Bereiche und
affinoider Unterbereiche. Beweise grundlegende Eigenschaften und skizziere, warum Weierstraf3-,
Laurent und rationale Bereiche affinoide Unterbereiche sind [Bos08, Def.1.6/7—Prop. 1.6/11].

o Weitere Eigenschaften von affinoiden Unterbereichen: Zeige Tansitivitdt von affinoiden Unterbe-
reichen und das Verhalten unter Morphismen und von Schnittmengen. Folgere weiter, dass alle
speziellen Unterbereiche rational sind und die Transitivitéit fiir spezielle affinoide Unterbereiche
[Bos08, Prop.1.6/12—Prop. 1.6/17].

o Induzierte kanonische Topologie und Satz von Gerritzen-Grauert (ohne Beweise) [Bos08, S.45ff.].

e Die Prdgarbe affinoider Funktionen Ox : Erklére diesen Begriff und definiere die Halme Ox , und
Keime. Zeige, die Lokalitidt von Ox , und die Injektivitdt von Ay — Ox ;. Erwdhne miindlich,
dass im néchsten Vortrag gezeigt wird, wann Ox eine Garbe ist [Bos08, § 1.7 bis Prop. 2].

Literatur: [Bos08, §1.6-Prop.1.7/2|, [FvdP04, §4.1]
Vortragender: Tim Adler 20.05.2014

6. Der Tatesche Azyklizitéitssatz

Das Ziel dieses Vortrages ist der Tatesche Azyklitéitssatz. Daraus folgt, dass die Pragarbe Ox die
Garbencigenschaft fiir endliche Uberdeckungen mit affinoiden Unterbereichen erfiillt. Dies motiviert
im nachfolgenden Vortrag die Definition einer Grothendiecktopologie.

e Der schwache Tatesche Azyklitdtssatz: Definition einer Garbe auf der Kategorie der affinoiden
Unterbereiche eines affinoiden Raums X. Erklidre den Zusammenhang der Garbeneingenschaft
und des Begriffs $[-Garbe und den schwachen Tateschen Azyklititssatzes fiir Ox [Bos08, S.63f.].

o Beweis der schwachen Version: Zeige (soweit zeitlich moglich) die Reduktion des Beweises auf
Laurent Uberdeckungen und beweise diesen Spezialfall vollstindig [Bos08, Lem. 1.9/2 —S.68f.].

o Tates Azyklizititssatz: Definition der Cech Kohomologie einer Prigarbe F und von F-Azyklizitiit.
Erkldre die allgemeine Version von Tates Azyklizitéitssatz und behandele (falls die Zeit ausreicht)
(U= M ®4 Ox(U))-Azyklitét [Bos08, S.69—Cor.1.9/11].

Literatur: [Bos08, §1.9], [FvdP04, §4.2]
Vortragender: Andreas Maurischat 27.05.2014

7. Grothendiecktopologien

Um in der étalen Topologie eine Garbentheorie mit Kohomologie zu entwickeln, axiomatisierte Gro-
thendieck den Begriff von offenen Uberdeckungen. In diesem Vortrag werden zuerst affinoide Rdume



X so mit Grothendiecktopologien versehen, dass Ox beziiglich diesen die Garbeneigenschaft hat. Im
zweiten Teil werden Eigenschaften von Garben auf G-topologisierten Rdumen untersucht.

e Grothendiecktopologien (= Grothendiecks ,,Situs“[Stal/, §00V(G]): Deren Definition und die ei-
ner Garbe mit topologische Hausdorffraumen (siehe auch [Stal4, Exmp. 00VJ]) und der schwa-
chen Grothendiecktopologie als Beispiele [Bos08, Def. 1.10/1-1.10/3].

e Die starke Grothendiecktopologie: Thre Definition und Vollsténdigkeitseigenschaften, Stetigkeit
von Morphismen und Vergleich mit der Zariski-Topologie [Bos08, Def. 1.10/4—Cor. 1.10/9]. De-
finition und Charakterisierung von Zusammenhéngendheit [BGR84, Prop. 9.1/8]. Globale Kon-
struktion einer starken Grothendiecktopologie von lokalen [Bos08, Prop.1.10/10-1.10/11].

e Garbentheorie: Halme und Garbifizierung von Prigarben und Cech-Kohomologie; Existenz, Ein-
deutigkeit und Konstruktion der Fortsetzung einer Garbe auf die starke Grothendiecktopologie
(Formulierung als Aquivalenz von Kategorien) [Bos08, §1.11].

Literatur: [Bos08, §1.10, 1.11], [BGR&84, §9.1, 9.2], [FvdP04, §4.2—4.4], [Stal4, Ch. 00UZ]
Vortragender: Yujia Qiu 03.06.2014

8. Tates rigide Raume

In diesem Vortrag werden nun die Resultate aus den letzten Vortrdgen benutzt um die Kategorie
globaler rigider Raume zu definieren. Auflerdem wird die Existenz des GAGA-Funktors erklart, der
ein Schema auf seine Analytifizierung abbildet.

e G-geringte Riume: Definition der Kategorie von (lokalen) G-geringten Riumen (X, Ox) und
Volltreuheit des Funktors von der Kategorie der K-affinoiden Ridumen zu der von lokal G-
geringten Rdumen [Bos08, Def.1.12/1—Lem. 1.12/3].

o Rigide K-Rdume: Definition der Kategorie von rigid(-analytischen) Raumen (X, Ox) tiber K,
Verklebedaten fiir rigide R&ume und Morphismen zwischen diesen, die volle Unterkategorie der
K-affinoiden Rdume und Existenz des Faserproduktes [Bos08, Def.1.12/4—Cor. 1.12/8].

o Der GAGA-Funktor: Rigide Analytifizierung A}?rig des affinen Raums A’ und Definition eines
Schemas von (lokal) endlichem Typ [Stal4, Def. 01T1]. Analytifizierung fiir affine K-Schema von
(lokal) endlichem Typ und deren universelle Eigenschaft. Folgere aus letzterem die Existenz des
GAGA-Funktors Z + Z"2 und konstruiere A" und P}2"® als Beispiele [Bos08, §1.13).

e Kohdirente Moduln (falls nicht im néchsten Vortrag behandelt, ohne Beweise): Konstruktion von
Ox-Moduln, Definition kohérenter Ox-Moduln und Kiehls Theorem [Bos08, §1.14 bis Thm. 4].
Rigides Analogon von Serres GAGA (ohne Def. von eigentlich) [Bos08, Thm. 1.16/12-S. 116].

Literatur: [Bos08, §1.12-§1.13], [FvdP04, §4.3]
Vortragender: Mirko Rosner 10.06.2014

9. Quasi-kohirente Garben, deren Kohomologie und Kiehls Theorem A und B

Die Idee ist es, einen Ubersichtsvortrag iiber die Theorie der kohérnten Garben auf rigiden Riumen
zu halten inklusive der zentralen Theoreme von Kiehl, die analog zu Serres Theorem A und B in der
algebraischen Geometrie sind. In seinem Artikel ,,Géometrie Algébrique et Géométrie Analytique*
benutzt Serre diese um das GAGA-Prinzip zu beweisen, das Kategorien algebraisch-geometrischer
Objekte mit Unterkategorien analytisch-geometrischer Objekte identifiziert. So folgt auch aus Kiehls
Resultaten ein rigides GAGA-Prinzip.

Literatur: [Bos08, §1.14—17], [FvdP04, §4.5-4.7, 4.10]
Vortragende: Ann-Kristin Juschka 17.06.2014



http://stacks.math.columbia.edu/tag/00VG
http://stacks.math.columbia.edu/tag/00VJ
http://stacks.math.columbia.edu/tag/00UZ
http://stacks.math.columbia.edu/tag/01T1

Teil III Beispiele rigider Radume

In Teil I1I sollten Notationen und Begriffe moglichst an die der vorherigen Vortrige angepasst werden.

10. Der Residuenkalkiil fiir Teilmengen des ]P’}%rig

Im 4. Vortrag haben wir die affinoiden Teilmengen von ]P)};rig kennengelernt und gezeigt, dass sie
affinoide Rdume sind. Nun sollen weitere Resultate aus [FvdP04] dargestellt werden. Dies sollte ins-
besondere den Residuenkalkiil aus [FvdP04, Ch. 2] und die analytische Reduktion umfassen. Genauer:
o Wiederholung affinoide Teilmengen: Wiederhole die relevanten Begriffe aus dem 4. Vortrag
[FvdP04, §2.1-2.2] und erklire [FvdP04, Prop. 3.3.6 — Rem. 3.3.7] oder [GvdP80, Exm.1I/1.8.3].
o Residuenkalkiil: Beweis des Residuensatzes anhand von [FvdP04, §2.3] oder [GvdP80, S.93ff.].
o DBeispiele von G-Topologien im P}éﬁg: Erkldre [GvdP80, S.93f.] oder [FvdP04, Def. 2.4.3,§2.6].
o Meromorphe Funktionen und Garben auf }P’}gig : Behandele die Garbe meromorpher Funktionen
und eventuell die analytische Fortsetzbarkeit meromorpher Funktionen [FvdP04, §2.5,2.7].
e Die analytische Reduktion: Erklire insbesondere [GvdP80, S. 86f.,S.113—119].
e Optional: Das rigide GAGA-Theorem im Pkﬁg : Leite insbesondere das Kriterium zur Erkennung
projektiver Varietdten her [FvdP04, §4.10], das in den nichsten Vortrégen benétigt wird.

Literatur: [FvdP04, Ch.2,3.3,4.6,4.7], [Ked04, The projective line|, [VS97], [GvdP80, Ch.1-1III]
Vortragende: Peter Graf 24.06.2014

11. Die Tate elliptische Kurve

Darstellung der Resultate von [FvdP04, Ch.5.1]. Falls das Kriterium zur Erkennung projektiver Va-
rietéiten noch nicht gezeigt wurde [FvdP04, §4.10], erklire dieses und die Algebraizitéit der Tate Kurve.

Literatur: [FvdP04, §4.10, 5.1}, [BGR&4, §9.7.3]
Vortragender: Patrik Hubschmid 01.07.2014

12. Die Drinfeldsche obere Halbebene und ihre Quotienten

Fiir die komplexe obere Halbebene H¢ und eine Kongruenzuntergruppe I'y C SLa(Z) ist die Kom-
paktifizierung der Riemannschen Flidche H¢ /T n eine Modulkurve, die bestimmte komplexe elliptische
Kurven parametrisiert. Drinfeld verallgemeinerte Tates Uniformisierung elliptischer Kurven iiber ei-
nem nichtarchimedischem Koérper K, indem er die p-adische obere Halbebene Hg und hoherdimen-
sionale p-adische symmetrische Rdume X konstruierte und zeigte, dass die Quotienten von X nach
diskreten Gruppen I’ rigide Unterréiume von P2"" sind. Weiter bewies er, dass sie bestimmte Objekte
wie zum Beispiel Shimuravarietdten parametrisieren und mit dem rigiden GAGA-Prinzips folgt oft,
dass X/T" die Analytifizierung einer algebraischen Varietiit ist.

e Schottkygruppen und Mumfordkurven: Erklire Mumfords Verallgemeinerung von Tates ellipti-
schen Kurven zu Kurven mit beliebigem Geschlecht anhand von [FvdP04, Ch.5.4], [GvdP80]
und [vdP92]. Dafiir wird das aus dem GAGA-Prinzip abgeleitete Kriterium zur Erkennung pro-
jektiver Varietédten [FvdP04, §4.10] und die analytische Reduktion [FvdP04, §4.9] benotigt.

e Beispiel: Erkliare das Analogon PGL(2, k4[t])\Q zur Operation von SLy(Z) auf H¢ [vdP97].

e Drinfelds n-dimensionale symmetrische Rdume: Konstruiere Drinfelds symmetrischen Raum
anhand von [SS91, § 1] und zeige, dass er ein Steinscher Raum ist (sieche auch [DTO08, §1.21]).

Literatur: [FvdP04, §4.9,5.4], [SS91, §1], [VS97, vdP97], [GvdP&80, Ch.I-1V,X], [DT08], [vdP92]
Vortragender: Peter Grif 08.07.2014




Teil IV  Ausblicke auf eine Theorie von Berkovich

Neben Tates rigid analytischen Rdumen gibt es neuere Zuginge zur p-adischen Geometrie: Raynauds
Theorie formaler Modelle, Berkovichs analytische Geometrie und Hubers adische Raume. Alle de-
finieren fast die gleiche Kategorie k-analytischer Rdume, die im Vergleich zu Tates rigid analyti-
schen Rdumen zusétzliche Strukturen aufweisen. Wir behandeln Berkovichs Theorie, die Tates rigiden
Ré&ume mit weiteren Punkten ausstattet, analog zu den nicht-abgeschlossenen Punkten in algebrai-
scher Geometrie. So erhélt man kompakte topologische Ridume mit guten Eigenschaften wie z.B.
wegzusammenhingend.

13. k-Affinoide Algebren

Wie in Tates Theorie definiert Berkovich zunéchst die lokalen Bausteine k-analytischer Rdume, wobei
k ein vollstindiger ultrametrisch bewerteteter Korper ist (dessen Bewertung nun sogar trivial sein
kann). Die ausfiihrlichste Referenz ist [Ber90, §1—2], in der die Beweise meist eine Reduktion auf die
entsprechende Sétze iiber Tates affinoide Algebren beinhalten. Der Vortrag kénnte dhnlich strukturiert
werden wie [Con08, §4.2—4.5] und Folgendes behandeln:

e Das Spektrum M(A) eines Banachrings A: Definition der Begriffe und gebe den Berkovich
Einheitskreis und den affinen und projektiven Raum mit den verschiedenen Punkttypen als
Beispiel ([Teml11, §2.1-2.3], [BR10, S. xv-xx, 1-30] oder [Bak08, § 1]). Erklire [Ber90, Thm. 1.21].

e k-affinoide Algebren: Definiere verallgemeinerte Tate-Algebren k:{rflTl, ooy Y} und (strik-
te) k-affinoide Algebren A. Erkldre ringtheoretische Eigenschaften und Dichtheit von Max(.A)
in M(A) [Ber90, §2.1].

e k-affinoide Unterbereiche: Erldutere neben den Definitionen, dass Tates Azyklizitdtssatz (und
Kiehls Sétze) in Berkovichs Theorie gelten [Ber90, §2.2]. Folgere insbesondere [Ber90, Cor. 2.2.8],
woraus spiter Wegzusammenhéngendheit analytischer Réume abgeleitet wird [Ber90, Thm.3.2.1].

o Reduktion, Rand und Inneres: Im Gegesatz zu Tates Theorie kénnen relativer Rand und Inneres
von M(A) definiert werden und so das Maximumprinzip formuliert werden [Ber90, §2.4—2.5].

Literatur: [Temll, §2, 3], [Ber09, §1, 2], [Con08, §4], [Ber90, Ch.1-4], [BR10, Ch. 1,2], [Sil07, §5.10], [Ber93, §1].
Vortragender: Konrad Fischer 15.07.2014

14. k-Analytische Riume

In diesem Vortrag werden Berkovichs globale k-analytische Rdume eingefiihrt. Dabei folgen wir seiner
spateren Definition mit Atlanten und Netzen aus [Ber93], welche die sogenannten guten k-analytischen
Réume aus [Ber90] verallgemeinert. Diese sind auf natiirliche Weise mit einer Grothentdieckopologie
ausgestattet, mit der man ebenfalls natiirlich eine Theorie kohirenter Garben entwickeln kann. Im
Vortrag sollten auch k-analytischer Rdume mit Tates rigiden Réumen verglichen werden (z.B. in Bezug
auf die topologischen Eigenschaften und die Theorie von eigentlichen und étalen Morphismen).
e Analytische Rdume: Definiere die Kategorie k-analytischer Rdume [Ber09, §3.1].
e G-Topologie: Definiere analytische Bereiche, G-Topologie und Strukturgarben [Ber09, §3.2].
e Morphismen analytischer Rédume: Definiere endliche, separierte, (quasi-)étale und glatte Mor-
phismen [Ber09, §3.3], moglichst mit Motivation durch die algebraisch-geometrischen Begriffe.
e Topologische Figenschaften: Erkldre [Ber09, §3.4] (siehe dafiir [Ber93, Rem. 1.2.4, Prop. 1.2.18]).
o Analytifizierungen: Definiere die Analytifizierung algebraischer Varietéiten, erklire die Zusam-
menhénge aus [Ber90, §3.4] (insbesondere (miindlich) das GAGA-Theorem) und aufierdem den
Funktor zu rigiden Rdumen [Ber93].

Literatur: [Temll, §4—6], [Ber09, §3,4.1,5.1,5.2], [Con08, §5], [Ber93, §1-3], [BR10, Ch.1,2].
Vortragender: N.N. 22.07.2014
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