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Sei K ein Korper.

30. Aufgabe (3 Punkte, Skolem-Noether fiir Matrixalgebren): Sei R = M, (K). Sei V der Raum
der Spaltenvektoren der Lange n tiber K, betrachtet als links-R-Modul. Beweisen Sie, dass jeder
K-Algebrenisomorphismus ¢: R — R durch Konjugation mit einem Element in R* gegeben ist,
welches eindeutig bis einen Skalar in K* ist, indem Sie zunéchst folgende Aussagen nachweisen:

(a) Sei Vy der R-Modul V mit der Operation R X V' — V, (r,v) = ¢(r)o. Dann ist V,, isomorph
zu V als links-R-Modul.

(b) Sei¢: V — V, ein R-Modulisomorphismus, d.h., Yo € V,¥r € R : ¥(rv) = ¢p(r)y(v). Dann
¢ p
gibt es ein y € Autx(V) = GL,(K), welches ¢ darstellt, so dass yrv = ¢(r)yv fiirv € V,r € R.

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis, dass die Kategorie der endlich-dimensionalen links-R-
Moduln halbeinfach ist und das der Raum der Spaltenvektoren der Linge n iiber K bis auf
Isomorphie der einzige einfache links-R-Modul ist.

31. Aufgabe (4 Punkte, Galoisabstieg): Sei L D K eine Galoiserweiterung mit G = Gal(L/K).
Sei V ein L-Vektorraum mit diskreter Topologie. Eine G-Struktur auf V ist eine K-lineare stetige
G-Operation auf V, so dass o(av) = o(a)o(v) fir @ € L, v € V und ¢ € G, gilt. Ist U ein K-
Vektorraum, so besitzt der L-Vektorraum L ®x U (mit a - (u ® f) = u ® af) eine G-Struktur durch
ou®p)=u®opfirp €L, uc Uundo € G. Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Sei U ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und M = Endg(U).

(i) Man hat einen Isomorphismus M = U ®k U" von links-M-Moduln.
(i) Furalle M-ModulnIist U®xHompy (U 1) = I, ) ; ui®p; — Y.; ¢i(u;) ein [somorphismus.

(b) (i) MankannElemente von L[G] als K-lineare Endomorphismen von L betrachten. Dies de-
finiert einen Isomorphismus L[G] — Endg(L) von L- Vektorrdumen, sofern [L : K] < oo.

(ii) Ist V ein beliebiger L-Vektorraum mit G-Struktur, soist ¢: L®x Ve s Vawe a-w
ein Isomorphismus von L-Vektorraumen mit G-Struktur.

Hinweis: Im Fall [L : K] = oo verwende man V = colimpeg, pcr VEIEM).

Eine zentral-einfache K-Algebra A ist eine endlich-dimensionale K-Algebra mit Zentrum K,
welche nur 0 und A als zweiseitige Ideale besitzt. Endlich-dimensionale K-Divisionsalgebren
mit Zentrum K sind zentral einfach; ist A zentral-einfach, so auch die Matrixalgebra M,,(A). Aus
Algebra 2 folgt, dass jede zentral-einfache K-Algebra isomorph zu M,,(D) fiir eine endlich-K-
dimensional Divisionsalgebra D C A mit Zentrum K und ein m € IN ist. Dabei ist m eindeutig
und D eindeutig bis auf Isomorphie. Sei im Weiteren K8 ein algebraischer Abschluss von K
und K*¢P C K der separable Abschluss von K in K28

32. Aufgabe (2+3+3+1+1 Punkte, Zentral einfache Algebren): Zeigen Sie folgende Aussagen:

(a) Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra und L D K eine Galoiserweiterung. Dann ist A
zentral-einfach tiber K genau dann, wenn A ®x L zentral-einfach tiber L ist.
Hinweis: Man kann AufgabeBIJauf das Radikal und das Zentrum von A ® L anwenden.



(b) Ist K separabel abgeschlossen und D eine zentrale Divisionsalgebra, so gilt D = K.
Verifizieren Sie hierzu die folgenden Aussagen: Nehmen Sie an, ein a2 € D \ K existiere.
Dann ist K(a) eine endliche rein inseparable Korpererweiterung von K. Ohne Einschran-
kung gelte a” € K fiir p = CharK > 0. Die Abbildung d, : D — D,d +— da — ad ist nicht
Null. Die Abbildung (d,)? ist gleich dp und identische Null. Sei b € D mit c := d;b # 0
und d,c = 0. Es folgt ada™! = 1 + d fiir d = bc™'a. Konjugation mit  ist ein nicht-trivialer
Korperautomorphismus von K(d).

(c) Fur eine endlich-dimensionale K-algebra B sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) B ist zentral einfach.
(if) B ®k K*P ist eine endlich-dimensionale Matrixalgebra tiber K.
(iii) Es gibt eine endliche Galoiserweiterung M von K, so dass B ®¢ M isomorph zu einer
Matrixalgebra tiber M ist.
(d) Sind A, A’ zentral-einfache K-Algebren, so auch A ®x A’.
(e) Fiireine zentral-einfache K-Algebra A ist folgende Abbildung ein K-Algebrenisomorphismus

A®y A% — Autg(A) = Myima(K), b ® V') > (a — bab’).

Hierbei ist A°P der Gegenring zu A (die unterliegende Menge und die Addition sind die
aus A, und die Multiplikation ist durch a a0 b = b -4 a definiert).

Sei B(K) := {B | B endlich-dimensionale zentral-einfachen K-Algebra}/ ~ wobei B ~ B’ genau
dann, wenn es 1, n” € IN gibt mit M,,(B) = M, (B’), also genau dann wenn B und B’ isomorph zu
Matrixalgebren tiber demselben K-zentral-einfachen Schiefkorper sind.

33. Aufgabe (1+2 Punkte, Klassische Brauergruppe): Zeigen Sie:
(a) Die Menge B(K) wird zu einer abelschen Gruppe indem man einem Paar von Klassen
([B], [B’]) die Klasse von B ®x B’ zuordnet.

(b) Fiir jeden Oberkorper L von K definiert B — B ®x L einen Gruppenhomomorphis-
mus B(K) — B(L). Bezeichne B(L/K) den Kern dieser Abbildung. Dann gilt B(K) =
colimy; B(M/K), wobei M alle endlichen Galoiserweiterungen von K durchlduft.

Bemerkung: Sei B(L/K,n) = {[B] € B(L/K) | dimg B = n?}. Dann ist B(L/K,n) die Menge der
Isomorphieklassen zentral-einfacher K-Algebren B, fiir welche B ®x L = M, (L) gilt.

Sei L eine (nicht-notwendig endliche) Galoisererweiterung von K mit Galoisgruppe G = Gal(L/K).
Dann ist GL,(L) eine G-Gruppe im Sinn von Aufgabe 29, indem man o € Gal(L/K) und

..........

Weise definiert man auf SL, (L), PGL, (L) = GL,(L)/(L*) eine Struktur als G-Gruppen (im letzten
Fall werden die Elemente von L* als Skalarmatrizen in GL,(L) betrachtet).

34. Aufgabe (2+1+1 Punkte, Hilbert 90): Zeigen Sie:

(a) Es gilt HY(G,GL,(L)) = 1. Hinweis: Adaptieren Sie den Beweis fiir n = 1. Sei s > 4 ein
Kozykel. Die Summen der Form S(x) := } . a5.5(x), x € K", erzeugen L" als L-Vektorraum.
Nun wihle man xy, ..., x, so, dass die S(x;) eine Basis bilden. Das Bild der Matrix (x1]... |x;)
unter S ist dann invertierbar.

(b) Die exakte Sequenz 1 — L* — GL,(L) — PGL,(L) — 1 induziert eine exakte Sequenz
1 — HY(G,PGL,(L)) it H?(G, L¥) punktierter Mengen. Hinweis: Aufgabe 29(b) und (c).

(c) Istc: G — GL,(L) eine Abbildung mit (c mod L*) € Z}(G, PGL,(L))),soliegta : G x G — L%,
(01,02) > c(01) - “1c(02) - c(0102) 7! in Z*(G, LX) und es gilt d2[c mod L*] = [a].

Bemerkung: Aus a) lasst sich auch leicht H'(G, SL,,(L)) = 1 herleiten.



Seinun A € B(L/K,n) und sei ¢: A ® L — M, (L) ein L-Algebrenisomorphismus. Die Wirkung
von G auf L induziert fiir jedes 0 € G einen Isomorphismus id4 ® von A ®x L. Dann definiert
a e 9(po(ids ® 1) o¢pla) einen L-Algebrenautomorphismus von M, (L). Gemaf Aufgabeist
dieser gegeben durch Konjugation mit einem x4, € GL,(L) mit eindeutigem Bild %4,, € PGL,(L).

35. Aufgabe (2+2+1+2+1 Punkte, Brauergruppe und Galoiskohomologie): Zeigen Sie:

(a) Die Abbildung G — PGL,(L), 0 + X4, definiert einen 1-Kozykel, dessen Klasse a4 = (0 —
aa,) in HY(G, PGL,(L)) ist unabhéngig von der Wahl von ¢.

(b) Die Abbildung 0,: B(L/K,n) — H'(G,PGL,(L)),[B] + a3 ist wohldefiniert und bijektiv.
Hinweis zur Surjektivitit: Sei ¢ — a, ein 1-Kozykel. Man definiert eine G-Wirkung auf
M, (L) durch g.m = ag(3m), wobei 8m die vor Aufgabe 34 beschrieben G-Wirkung auf
Matrizen ist. Dann bilden die G-Invarianten von M, (L) eine zentral-einfache K-Algebra.

(c) Die induzierte Abbildung 61/x: B(L/K) = U, B(L/K,n) — Br(L/K) ist ein injektiver Grup-
penhomomorphismus. Hinweis: Sie konnen folgendes Ergebnis ohne Beweis verwenden:
Die Abbildungen 6, := 9200, : B(L/K,n) — Br(L/K) erfiillen 6, ([BI®[B’]) = 6,(B)-6,+(B’)
fir [B] € B(L/K,n) und [B’] € B(L/K,n’).

(d) Die Abbildung 0k ist surjektiv und also ein Isomorphismus.
Hinweis: Sei G endlich und (a : (1, g) — ag) € Z?(G, L*). Definiere V = @aec Ke, als den
K-Vektorraum mit Basis (eg)¢ec und pg € Endg(V) durch pg : e, — ag e, Dannist ¢ - pg
ein 1-Kozykel a € Z1(G, PGLyg(L)) und es gilt 2([a]) = a.

(e) Sei K ein nicht-archimedischer lokaler Kérper und D eine zentrale K-Divisionsalgebra mit
dimg D = d?. Dann gilt D ®k L = My(L) fiir jede Galoiserweiterung L D K mit d|[L : K].
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