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Fiir zwei topologische Gruppen G, H bezeichne Hom (G, H) die Menge der stetigen Gruppen-
homomorphismen von G nach H. Ist H endlich, so trage H die diskrete Topologie. Ist H abelsch,
so ist Homont (G, H) ein Z-Modul.

4. Aufgabe (4 Punkte, Basissatz von Burnside): Sei G eine pro-p Gruppe und sei ®(G) die

Frattini-Untergruppe von G, d.h. der topologische Abschluss der erzeugt ist von den Kom-

mutatoren [¢,h] = g"'h~1gh, fiir ¢,h € G und den p-Potenzen g fiir ¢ € G. Sei weiter S C G eine

endliche Teilmenge. Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussage:
(a) G wird topologisch erzeugt von S.

(b) Die Auswertungsabbildung Homeon(G, (IFp, +)) — FS, ¢ — (p(5))ses der stetigen Grup-
penhomomorphismen ¢: G — Z/pZ nach ]Fg ist injektiv.

(c) G/P(G) ist ein endlich-dimensionaler [F,-Vektorraum mit den Bildern von § als Erzeugen-
densystem.

Hinweis: Beweisen Sie die Aquivalenzen zunéchst fiir endliche p-Gruppen. In diesem Fall kann
mann beim Beweis (c)=(a) z.B. mit Induktion tiber #G arbeiten und ohne Beweis verwenden,
dass die Durchshnitt zwischen dem Zentrum einer endlichen p-Gruppe H und einer nicht-
trivialen Untergruppe von H nicht-trivial ist.

Sie sollten fiir (b)=(c) auch {tiberlegen, dass ®(G) gerade der Durchschnitt der Kerne aller
stetigen Abbildungen G — Z/pZ ist, und hieraus folgern, dass die von G — G/®(G) induziert
Abbildung Homont(G/P(G), (F,, +)) — Homeont(G, (IFp, +)) ein Isomorphismus ist.

Im Weiteren bezeichne K einen Korper und K*P einen separablen Abschluss von K, es sei £ eine
Primzahl verschieden von Char K und es sei u/(K) = {C € K | ¢f = 1). AuBerdem bezeichne
P die Menge der nicht-archimedischen Stellen von K, die nicht Restklassencharakteristik ¢
besitzen.

5. Aufgabe (2+4+6 Punkte, Kummertheorie): Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) SeiK ein Korper mit#,(K) = £.In der Algebra 1 wurde gezeigt, dass sich jede Galoiserwei-
terung L von K mit Gal(L/K) = Z/{Z schreiben ldsst als K({/J_‘) fiir ein f € KX\ KX, wobei

{/7 € K*P eine beliebige ¢-te Wurzel von f ist. Folgern Sie, dass die folgende Abbildung
ein Isomorphismus von Z/{Z-Moduln ist:

o 3
K*/K** = Homeont(Gx, p1(K)), f [o > (T\g)]
(b) Sei K ein lokaler nicht-archimedischer Korper.
(i) Sei[K : Q] der Grad von K tiber Q; sofern Q, in K liegt, und 0 anderenfalls. Dann gilt
dimp, K*/K*¢ = 1 + dimg, pe(K) + [K : Qf].
(ii) Gilt #u(K) = ¢, so ist die pro-£ Komplettierung von Gg topologisch endlich erzeugt.

(iii) Die pro-£ Komplettierung von Gk ist topologisch endlich erzeugt.
Hinweis: Man {iberlege, dass folgende Abbildung injektiv ist:

Homeont(Gk, Z/€Z) — Homeont(Gk(c), Z/Z), § = Plcy,)-



(c) Sei K ein globaler Korper und sei L eine endliche Stellenmenge von K, welche Pk \ #}
umfasst. Sei Ky die Vereinigung aller Unterkorper L C K5 mit [L : K] < oo, so dass L/K
unverzweigt ausserhalb von X ist. Mit C(K) wird die Klassengruppe von K bezeichnetIn
den Teilen (ii)-(v) gelte #1,(K) = €. Dann gelten:

(i) Ky ist eine Galoiserweiterung; wir definieren Gk y, := Gal(Kxz/K).

(i) Sei f € K*\ K*‘. Dann ist K( {/7) verzweigt tiber K an einer Stelle w € $} genau dann,
wenn die Bewertung v,,(f) von f and w nicht durch ¢ teilbar ist.

(iii) Sei Sy :={f € K* | Yw ¢ L : v,(f) = Omod £}/K*¢. Dann ist die Abbildung Sy, —
Homeont(Grx, pe(K)), f = ((7 - %) ein Isomorphismus von F,-Vektorrdaumen.

(iv) Sei Sy, :={f € K* | Yw ¢ L : vy(f) = 0}/K*‘ und sei ¢ die Abbildung

Ou(f)
See— CK),f o Y “’Tf[vl.
wePK\L
Dannist 0 — S% , — Sy ¢ A C(K) exakt.
(v) Der F,-Vektorraum Sy ¢ hat endliche Dimension.

(vi) Die pro-¢ Komplettierung von G . ist topologisch endlich erzeugt.
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! Fiir einen globalen Korper K sei I(K) die freie abelsche Gruppe auf der Basis [w] aller nicht-archimedischen Stellen
w € P von K. Fir f € K* sei div(f) = Zwepﬁ.a‘ vw(f)[v] € I(K), und es P(K) das Bild von div: K* — I(K). Man
definiert C(K) := I(K)/P(K). Ist K ein Zahlkorper, so ist C(K) = C(Ok) mit C(Ok) wie in der AZT 1 definiert, und dann ist
C(K) endlich. Ist K ein globaler Funktionenkorper, so diirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass der Torsionsuntermodul
C(K)tors von C(K) endlich ist; es gilt hier aulerdem C(K)/ C(K)tors = Z.
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