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Fiir einen Korper K und n € IN teilerfremd zu p sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel in K8,
und es sei y, C K¥* die von (, erzeugte Untergruppe. Weiter bezeichne fiir eine Primzahl
p das Symbol Z®#) den inversen Limes {iber alle Z/nZ wobei n alle zu p teilerfremden n € IN
durchléuft, und diese durch Dividierbarkeit geordnet sind.

6. Aufgabe (1+2+1+2 Punkte, Zahm verzweigte Erweiterungen): Sei K ein lokaler Kérper mit
uniformisierendem Element rt, Restklassencharakteristik p und Restklassenkorper k der Kardi-
nalitdt g. Fiir n € IN sei

K(n) := K[Cproa, "V
Zeigen Sie:

(a) Die Erweiterung K(n) ist Galoisch iiber K und ihre Galoisgruppe G(n) := Gal(K(n)/K) sitzt
in einer kurzen exakten Sequenz

1> up1— Gn) > Z/nZ — 1.

(b) Die Gruppe G(n) besitzt erzeugende Elemente s, so dass t ein Erzeuger von ;1 ist, das
Bild von s ein Erzeuger von Z/nZ und so dass gilt sts™! = #1. Insbesondere spaltet die
Sequenz in (a).

(c) Esgilt K" = |J,,en K(n).
(d) Die Gruppe G(e0) := Gal(K"/K) = lim, G(n) sitzt in einer kurzen exakten Sequenz
12 - G(eo) » Z — 1,

und es gibt topologische Erzeuger s, t von G(o), so dass t ein topologischer Erzeuger von
ZY ist und das Bild von s in Z ein topologischer Erzeuger ist, so dass sts™' = 7 gilt.

7. Aufgabe (2, Diskriminante): Sei K ein lokaler Kérper und E O K eine endliche Korperer-
weiterung mit Galoishiille L tiber K. Seien G = Gal(L/K) und H = Gal(L/E), und sei vg die
normalisierte Bewertung auf E. Zeigen Sie folgende Formel fiir die Diskriminante von E iiber K:

ve(Dg/k) = L/E) Z irjx(0);
0eG\H

hierbei ist e(L/E) der Verzweigungsindex der Erweiterung L/E, und i1 /x(0) die grofite nattirliche
Zahl i, so dass ¢ zur hoheren Verweigungsgruppe G; von L/K gehort.

8. Aufgabe (2+1 Punkte, Hohere Verzweigungsgruppen): Sei L = Q,({,») und G = Gal(L/Q)).
Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir die hoheren Verzweigungsgruppen G; von G gilt

G, -1<i<0
Gi={ Gal(Qu((p)/Qy(Cy), Prl<i<pi-lundl<k<n-1
{1}, pl<i

Hinweis: Verwenden Sie ohne Beweis v (C» — 1) = 1.



(b) Fur die Herbrandfunktion ¢ = ¢k gilt

1, -1<s<0
(i(p)(s): W, Prl<s<p—1lundl<k<n-1
dt 1 n—1
e

9. Aufgabe (2, Verzweigungsgruppe als semidirektes Produkt): Sei L D K eine Galoiserweite-
rung lokaler Kérper mit Gruppe G = Gal(L/K) und hoherer Verzweigungsfiltrierung (G;)i>—1.
Zeigen Sie Gy = G1 > Go/G1.

Hinweis: Die Gruppe Go/G; ist zyklisch von Ordnung m prim zu p. Finden Sie s € Go der
Ordnung m.

10. Aufgabe (3 Punkte, Die Abbildungen 0;): SeiL D K eine Galoiserweiterung lokaler Kérper
mit Gruppe G = Gal(L/K) und hoherer Verzweigungsfiltrierung (G;)i»-1. Sie ¢ der Restklassen-
korper von L. In der Vorlesung wurden injektive Gruppenhomomorphismen 6y: Go/G; — £*
und 6;: G;i/Gis1 — (£, +) definiert. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Fiir 0 € Gy und 7 € G;/Gjy1 gilt 0;,(c1071) = O9(0)'0;(7).
(b) Fiiro € Gound 7 € G; gilt 00777 € G471 & o' € Gy oder 1 € Giy1.

(c) Ist G abelsch und m = #Gy/G;, so gilt G; = Gy falls m /1.
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