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Objekte M der Arithmetischen Geometrie iiber einem Zahlkorper F', wie etwa Elliptische Kurven,
Abelsche Varietéten, Elliptische, Hilbertsche oder Siegelsche Modulformen haben verschiedene “Rea-
lisierungen”. Thre “étale Realisierung” fiihrt auf sogenannten (n-dimensionale) kompatible Systeme
(pa,e) von Galoisdarstellungen, wobei £ alle Primzahlen durchléuft. Jedes pj/ e ist ein stetiger Homo-
morphismus pyse: I'p := Gal(F/F) — GL,,(Qy), wobei Qg die f-adische Komplettierung von Q und
F der algebraische Abschluss von F sind.

Die Kompatibilitdt fithrt dazu, dass viele Eigenschaften der Darstellungen pps, unabhéngig von ¢
sind. Insbesondere stellt sich die Frage, ob dies fiir die Monodromiegruppe Gy gilt; hierbei ist Gy der
Zariski-Abschluss ppre(I'r) C GL;, ,. Gibt es eine algebraische Gruppe Gjr C GL,, g iiber Q, so dass
fiir alle Primzahlen ¢ die Gruppen G, und G xXg Q¢ isomorph sind?

Auf Mumford und Tate geht die Konstruktion eines Kandidaten fiir die Einskomponente G$, von
G zuriick, der sogenannten Mumford-Tate Gruppe MT); zu M. Diese wird mittels der Theorie der
Tannakakategorien aus einer anderen Realisierung von M konstruiert, ndmlich der Q-Hodge Struktur
zu M. Die Gruppe MT )y ist eine reduktive Gruppe iiber Q. Sofern MT; tiber Z definiert, halbeinfach
und einfach zusammenhéngend ist, gelten folgenden Vermutungen:

(i) Es gibt einen Isomorphismus ¢,: MTyr xQp = GY.
(ii) Die Gruppen pps¢(I'r) und MTps(Z;) sind unter ¢, kommensurabel in MT ;(Qy).
(ii) Die Gruppen ([[, pas,e)(I'r) und MTM(z) sind unter [], ¢, kommensurabel in MTy;(Ag).

Wesentliche Themen der Vorlesung werden sein:
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Kompatible System und die (vermuteten) Unabhéingigkeiten von /.

(e]

Tannaka-Kategorien.

Q-Hodge-Strukturen und die Konstruktion von MT ;.

o
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Bekannte Resultate und Vermutungen iiber die Mumford-Tate Vermutung, insbesondere fiir
Elliptische Kurven und Abelsche Varietéten.

Vorkenntnisse: Die Vorlesung benétigt elementare Vorkenntnisse in Algebraischer Geometrie (Va-
rietdten) oder Algebraischen Gruppen sowie vertiefte Kenntnisse in Algebraischer Zahlentheorie.
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