Universitat Duisburg-Essen SS 2006

Arbeitsgemeinschaft
Einfiihrung in die Theorie der Automorphen Formen

Organisation: Pedro Luis del Angel, Gebhard Bockle, Juan Cervino, G. Wiese,
Do 10-12 c.t. TO3R03D39

Seminarprogramm

Im optimistischsten Fall hat das Seminars die folgenden Ziele:

(1) Beschreibung des Ubergangs von klassischen (kuspidalen Hecke-Eigen-) Mod-
ulformen f zu adelischen automorphen Formen und automorphen Darstellun-
gen my.

(2) Beschreibung der automorphen Darstellungen fiir GL2(K), K ein lokaler Kérper,
und Beschreibung der Faktoren , in 7y = ®,m, an ‘unverzweigten’ Stellen v
durch lokale Eigenschaften der Spitzenform f.

(3) Die Spurformel fiir kompakte Quotienten I'"\H.

(4) Die Spurformel fiir I'\H fiir Kongruenzuntergruppen und die JL-Korrespondenz
zwischen GL2 und der Einheitengruppe von Quaternionenalgebren iiber Q.

Klassische und adelische Automorphe Formen, Automorphe Darstel-
lungen und deren globale Theorie

05.04.07 1. Klassische und automorphe Formen und Darstellungen

Dieser Vortrag konnte sich an [Ro2], §1, orientieren. Sei w eine Heckecharak-
ter von Q. Zunéchst wird fiir G = GLy/q die unitire Darstellung von G(A)
auf L?(w) := L*(G(Q)\G(A),w) eingefiihrt, sowie die Unterdarstellung L(w)
auf kuspidalen Funktionen. Sei weiter I' C SLg(R) diskrete, so dass I'\H ein
endliches Volumen besitzt. So kann man L?(T) als Darstellung von GLo(R)
betrachten. Fiir I' = I'; (V) erhilt man eine Abbildung L2 (T') — L?(w). Diese
erhalt Kuspidalitat. Klassiche Modulformen lassen sich nun einfach so twisten,
dass sie in L2 (T") zu liegen kommen. Auf dem Hilbertraum L?(w) kann man si-
multan die Theorie selbstadjungierter Operatoren sowie die Theorie (unendlich-
dimensionaler) Darstellungen von GLg betrachten.

Als weiteres soll noch die algebraische Versionen von L3(w) eingefiihrt, werden,
d.h. den Raum Ag(w) der kuspidale automorphe Formen. Dieser wird
insbesondere in Bumps Buch, [Bu], ausfiihrlich untersucht. Hierzu bendtigt
man den Laplace-Operator auf G(R), sowie das Konzept der 'K-Endlichkeit’
— welches von der Wahl einer Maximal-kompakten Untergruppe von G(R)
abhangt.

Es konnen nun die Inhalte einiger der Vortrage erldutert werden. Stichworte
sind: Die Zerlegung von L2(w) als direkte Summe irreduzibler (und Konsequen-
zen fiir Ap(w)). Glatte und Zuléssige Darstellungen und Heckealgebren. Der
Tensorproduktsatz. Multiplizitat Eins und Whitakkermodelle. Die Zerlegung
von L?(w) und Eisensteinreihen. Eine Andeutung der Spurformel.



Als Vorbereitung sollten kurz wiederholt werden: Die starke Approximation
fir (A, +) und fiir GLa(A), sowie Heckecharaktere.

Weitere Literatur findet sich in [Col], Lectures 1-4 (eine weiter gute Ubersicht),
[Bu], [Ge] und [Ku]. Ein motivierter Zugang zum Ubergang von Modulformen
zu automorpen Formen findet sich in [De|, Ch.1-2.

N.N

12.04.07 2. Die vollstiindige Reduzibilitit von L3(w) und Ay(w), und die diskreten
Reihen als Beispiel von Darstellungen von GLa(R)
Zunichst sollte die Universelle einhiillende der Lie-Algebra U(g) von G(R)
besprochen werden (als Raum invarianter Differentialoperatoren), und damit
die lokale Hecke-Algebra an oo definiert werden ([Bu], S. 310-312, §2.2). Sie
ist eine Tensorprodukt von U(g) und C*°(G(R)//K). Die Operatoren aus
C*®(G(R)//Kx) sind kompakt und selbstadjungiert auf dem Hilbertraum L3(w),
[Bu], §2.3. Wesentliche Aussagen sind [Bu], Theorem 3.3.4, Theorem 3.3.2 und
Theorem 3.2.2. Die knappere aber liickenhafte Darstellung in [Bu2], §1,2, ist
zu Beginn sicher besser lesbar.

Im zweiten Teil des Vortrages soll noch ein Teil der Darstellungstheorie von
G(R) dargestellt werden — etwa im Umfang von [Ro2], S16-17. Man inter-
pretiere Formel 2.3 aus [Ro2], fir klassische Modulformen und deren Darstel-
lungen.

N.N

19.04.07 3. Grundlagen der Darstellungstheorie von G(Q))

Der erste und umfangreichere Teil des Vortrages kann siche an [Rol], S.1-5,
orientieren. Alle Ergebnisse hieraus sollen dargestellt werden — Beweise soweit
sinnvoll. Vieles findet sich auch in [Bu], §4.2 und 4.5. Es wire gut, kurz die
Darstellungstheorie einer kompakten Topologischen Gruppe zu wiederholen —
falls dies nicht bereits im vorigen Vortrag geschehen war, [Bu], Theorem 2.4.1,
Prop. 4.2.2 . (Man bemerke: Fiir Modulformen sind alle bis auf endliche
viele Faktoren der zugehorigen Darstellung unverzweigte Hauptreihendarstel-
lungen.) Zusétzlich sollten die Aussagen iiber unverzweigte Darstellungen in
[Rol], S.21-22, bis einschlieBlich Korollar 29 dargestellt werden. (S. auch [Bu],
Theorem 4.6.1.) Zum Abschluss sollte noch erklért werden, warum die iibliche
Heckeoperation von T}, auf Modulformen mit der neu definierten auf automor-
phen Formen iibereinstimmt, s. [Ro2], Lemma 2.12. Weitere Referenzen sind
[Ca] und [Ge], §4 und §7 sowie [JL] Ch.1.

N.N

26.04.07 4. Der Tensorproduktsatz
Der Tensorproduktsatz fiir automorphe Darstellungen. ([Col], Lecture 3) [Bu,
Theorem 3.3.3 und §3.4.
N.N

Die lokale Theorie Automorpher Darstellungen

03.05.07 5. Der Jacquetmodul und superkuspidale Darstellungen
Es sollen einige Aspekte iiber die Darstellungstheorie der Gruppen G(Q),) ver-
tieft werden. Dies dient als Vorbereitung fiir den folgenden Vortrag. Inhalt
soll im wesentlichen [Rol], S.5 (unten) bis Seite 10 sein. Der Beweis von [Rol],
Prop. 9, lasst sich durch direkte Rechnung erbringen. Referenz habe ich lei-
der keine. In [Ca], S.5 wird gezeigt, dass V-1 isomorph zur kontragradien-
ten Darstellung von V, ist. In [Ca], am Ende von §1, wird ein Beweis von
[Rol], Prop 11, gegeben. Auflerdem sollte man im Anschluss an [Rol], Cor.13,



10.05.07

17.05.07

24.05.07

zeigen, dass eine irreduzible Darstellung entweder eine Unterdarstellung einer
Hauptreihendarstellung oder superkuspidal ist. (Der Beweis ist leicht.) [Rol],
Thm.14, soll nicht bewiesen werden.

Am Ende konnte man erwahnen, wann zwei Hauptreihendarstellungen V, iso-
morph sind, und wie im irreduziblen Fall die (getwisteten) Steinbergdarstel-
lungen ‘aussehen’. (s. [Bul, §4.5, [Ca].) Folglich gibt es drei klassen von ir-
reduziblen zuléssigen Darstellungen von G(Q)): Superkuspidale, (irreduzible)
Hauptreihen- und (getwistete) Steinbergdarstellungen, s. [Bu], S. 482. N.N

6. Whitakkermodelle und Multiplizitat Eins
Als Vorbereitung sollten additive Charaktere auf R, Q, und Adelen erldutert
werden. Dies findet sich z.B. in 77?7  Dann soll das globale Whitakker-
model einer automorphen Darstellung erlautert werden. Dies lasst sich gut
mit Hilfe der Fourierentwicklung klassischer Modulformen motivieren, indem
man die Fourierkoeffizienten der Form vergleicht mit der Whittakerfunktion der
zugehorigen automorphen Form beziiglich eines additiven Charakters; s. [Col],
Lecture 4, [Co2], §1.2, oder [Bu], § 3.5. Als néchstes sollen lokale Whittaker-
funktionale und Whittakermodelle definiert werden; s. [Rol] S. 12 und [Bu],
§ 4.4. Aus der Eindeutigkeit der lokalen Whittakermodelle soll die des glob-
alen hergeleitet werden, sowie Multiplizitat Eins fiir automorphe Darstellungen.
Die Eindeutigkeit der lokalen Whittakermodelle ergibt sich wie folgt: Fiir die
Hauptreihen wird in [Rol], S.15 unten — S. 16 ein Beweis gegeben. Anschlieflend
erldutere man, dass der Endomorphismenring der Darstelung Ind%(w) kommu-
tativ ist — ein Beweis hiervon wird in [Co2] im Beweis von Theorem 1.2 skizziert.
Fiir superkuspidale Darstellungen ergibt sich die Eindeutigkeit des Whattak-
ermodells nun leicht aus dem Spltting Principle, [Rol], Prop. 11. (so wie es in
[Co2], Beweis von Theorem 1.2 angedeutet wird.)

N.N

7. Kirillovmodell und starke Multiplizitat Eins
Der Zugang in [Rol] scheint mir konzeptionell am besten. Begonnen werden
sollte mit den Darstellungen 7, und 7 in [Rol], S. 11 und mit Lemma 15. Als
néchstes beweise man [Rol], Prop. 17, und definiere das Kirillovmodell [Rol],
S. 15. Anschlieflend erldutere man kurz die Korollare 20-22. Fiir Steinberg und
irreduzible Hauptreihendarstellungen, wére es schon, kurz das Kirillovimodell
anzugeben, [Rol], Cor. 24, (vermutlich aus Zeitgriinden ohne Beweis). Nun
sollte die Eindeutigkeit des Kirillovmodells, sowie die starke Multiplizitits Fins
FEigenschaft automorpher Darstellungen bewiesen werden; s. [Bu], §3.5 und
[Co2], § 1.3.

N.N

L-Funktionen, der Fiihrer einer Darstellung und Alt- und Neufor-
men In diesem Vortrag sollen verschiedene Themen behandelt werden. Unter
anderem dienen sie als Vorbereitung fiir den folgenden Vortrag. Zunéchst sollen
(lokale) L-Funktionen und die lokale Funktionalgleichung erlautert werden, wie
etwa in [Rol], S.19-21. Im Falle unverzweigter Hauptreihen ist der Vektor, der
in [Rol], Prop. 27 erwéhnt wird, der sphérische Vektor, s. auch [Bu] §4.6 und
4.7. AnschlieBend soll der Fiihrer einer lokalen Darstellung definiert werden.
Dies findet sich in [De], 777 .

Als weitere Themen wiirden sich anbieten: Die explizite Berechnung der Heck-
elagebra einer unverzweigten lokalen Darstellung. (alle solche sind Hauptrei-
hendarstellungen) wie etwa in [Rol], S. 22-23, oder [Bu], §4.6, sowie der Hec-
keeigenwerte.



4. Alt- und Neuformen in der Sprache der automorphen Formen
Heckealgebren via Konvolution [als Alternative zur Operation von GLa(A )]
Weitere Beziehungen zwischen klassischen Heckeeigenformen und automorphen
Darstellungen: [Col], §3.5, [Bu|, Thm. 3.6.1, [De], Scholie 2.4.2 und allgemein,
[De], Ch. 1-2.

Die Atkin-Lehner-Theorie aus der Sicht der automorphen Formen, in [De], Ch 2.
[oder Casselmann ?77] .

7. Weil Darstellungen und Darstellungen an der archimedischen
Stellen

Weil Darstellungen - falls dies irgendwei sinn macht - und komplettierung der
Resultate der vorangegangenen beiden Vortraege. Auflerdem wéare es niitzlich,
auch den archimedischen Fall zu streifen.

8. Die lokale Langlandskorrespondenz

Die lokale Langlands Korrespondenz und der Zusammenhang mit den lokalen
Eigenschaften von Galoisdarstellungen:

Sei Ty = ®,m, die Tensorproduktzerlegung der automorphen Darstellung zu
einer kuspidalen Heckeeigenform f. Dann gelten:

(i) hat f an der Primstelle p die Stufe 1, so ist m, ‘unramified principal se-
ries’, und der lokale L-faktor von m, stimmt mit dem lokalen L-Faktor von f
tiberein. [Die Heckeoperatoren operieren auf f und dem sphérischen Vektor
(im wesentlichen wieder f) auf dieselbe Weise.|

(ii) wirft man noch die LL-Korrespondenz ins Spiel, so gibt es Korrespondenzen:

mp «+— Weil-Deligne-Darst zu m, «+— f-ad. Gal.-Darst zu f an I,

Ein mogliche Referenz ist [De], Ch.3. .
N.N

77?7 wie kommt man von einer Form zu einer irreduziblen Darstellung und umgekehrt.

Die Spurformel im kompakten Fall

Als Referenz fiir die Spurformel ist der Artikel [Bu2] sehr geeignet. Weiteres Material
hierzu findet sich in [Bu]. Der Artikel [Mo] soll eine gute Ubersicht enthalten.

31.05.07 9.

N.N
14.06.07 10.

N.N
21.06.07 11.

N.N

Die Spurformel im allgemeinen Fall

Hier bleibt nur [Ge], §8-§10 als Referenz und natiirlich [JL]. Weitere Méglichkeiten
sind [He], [Mi]



28.06.07 12.

N.N
05.07.07 13.
N.N
12.07.07 14.
N.N
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