Seminar zu Elliptischen Kurven

DOZENTEN: PROF. DR. BOCKLE UND DR. LUDWIG
WINTERSEMESTER 20/21

Formalitaten

Bitte erstellen Sie begleitend zu Threm Vortrag ein Handout fiir die Seminarteilneh-
mer. Dieses Dokument sollte die wichtigsten Definitionen und Resultate aus ihrem
Vortrag beinhalten. Gerne konnen Sie dort auch Details von Rechnungen und Bei-
spielen erkldren, fiir die im Vortrag keine Zeit bleibt. Denken Sie sich aufserdem ein
Quiz mit drei Fragen zu Ihrem Vortrag fiir die anderen Teilnehmer aus. Jeder Vor-
trag sollte mindestens ein Beispiel enthalten.

Beginnen Sie rechtzeitig (ca. 4 Wochen vorher) mit der Vorbereitung Ihres Vortrages.
Kommen Sie zwei Wochen vor Threm Vortrag zur einer Vorbesprechung. Der Termin
zur Vorbesprechung ist dann am entsprechenden Dienstag um 9:30 Uhr. Bringen Sie
einen Entwurf des Handouts zur Vorbesprechung mit.

Bitte schicken Sie das fertige Handout sowie die Quizfragen spétestens am Montag
Vormittag vor Threm Vortrag per Email an Frau Ludwig, damit die Materialien den
anderen Seminarteilnehmern vorab zu Verfiigung gestellt werden kénnen.

Vortrage
1. Grundlagen der Algebraischen Geometrie

1) Algebraische Varietéten (03.11.)

Referenz: [Si| Kapitel I.

Definieren und erkléren Sie folgende Begriffe: Affine und projektive Varietéten, ratio-
nale Punkte, Dimension, glatte Varietdten, Morphismen von Varietéaten. Illustrieren
Sie die Konzepte an Beispielen.

2) Algebraische Kurven (10.11.)
Referenz: [Si] Abschnitte II.1 und II.2.
Definieren Sie den Begriff einer Kurve. Erklaren Sie das Konzept der Ordnung einer



Funktion in einem Punkt einer Kurve, sowie Polstellen und den Begriff des Funktio-
nenkorpers. Erklaren Sie die wichtigsten Resultate zu Morphismen von Kurven (2.1,
2.3, 2.4), und definieren Sie den Grad einer Abbildung sowie den Verzweigungsindex.
Erklaren Sie, wie die beiden zusammenhéngen. Diskutieren Sie die Frobeniusabbil-
dung.

3) Der Satz von Riemann—Roch (17.11.)

Referenz: [Si] Abschnitte I1.3-11.5.

Erklaren Sie das Konzept der Divisoren und ihre wichtigsten Eigenschaften (3.1, 3.6).
Definieren Sie Differentialformen und die kanonische Divisorenklasse. Erklaren Sie,
was effektive Divisoren sind und definieren Sie die Grofse I(D) (s. Definition vor 5.2)
und einige Eigenschaften (5.2). Erkldren Sie nun nach diesen Vorbereitungen den
Satz von Riemann-Roch (5.4) sowie die Hurwitz—Formel (5.9). Wenden Sie die Sétze
auf Beispiele an.

2. Elliptische Kurven iiber algebraisch abgeschlossenen Kor-
pern

4) Weierstrafi Gleichungen und das Gruppengesetz (24.11.)

Referenz: [Si] Abschnitte ITI.1 und III.2.

Erklaren Sie die Weierstraft-Gleichungen und die Umformungen in die einfache Form
y?> = 23 + ax + b iiber Korpern deren Charakteristik von 2 und 3 verschieden ist.
Definieren Sie die Diskriminante und die j-Invariante. Beweisen Sie Proposition 1.4.
Diskutieren sie kurz die Legendre Form. Erkldren Sie dann die Gruppenoperation
und beweisen Sie, dass die Punkte einer elliptischen Kurve eine abelsche Gruppe

bilden. Berechnen Sie Beispiele]]

5) Elliptische Kurven (01.12.)

Referenz: [Si] Abschnitt I11.3.

Definieren Sie den Begriff einer elliptischen Kurve. Zeigen Sie, dass jede elliptische
Kurve eine Weierstrak-Gleichung besitzt (3.1). Studieren Sie Divisoren auf ellipti-
schen Kurven und beweisen Sie Proposition 3.4. Beweisen Sie Theorem 3.6, also dass
die Gruppenoperationen auf einer elliptischen Kurve Morphismen definieren.

6) Isogenien (08.12.)
Referenz: [Si] Abschnitte I11.4-111.6.

Definieren und erkléaren Sie den Begriff einer Isogenie sowie deren Grad. Diskutieren

'Die Anwendung [Elliptic Curve Plotter ist hilfreich fiir Visualisierungen.


https://cplx.vm.uni-freiburg.de/de/ecp-de/

Sie Multiplikation mit ganzen Zahlen auf elliptischen Kurven, komplexe Multiplika-
tion und Frobenius-Abbildungen. Beweisen Sie Theorem 4.8. Erkldren Sie den Zu-
sammenhang von Isogenien und der Galoistheorie der Funktionenkorper (Theorem
I11.4.10). Zeigen Sie, dass der Quotient einer elliptischen Kurve nach einer endlichen
Untergruppe wieder eine elliptische Kurve ist (4.12). Diskutieren Sie schlieflich das
invariante Differential sowie Konstruktion und Eigenschaften der dualen Isogenie.

7) Der Tate-Modul und die Weil-Paarung (15.12.)

Referenz: [Si] Abschnitte II1.7-1I1.10.

Geben Sie die Definition und Eigenschaften des Tate-Moduls einer elliptischen Kur-
ve. Erklaren Sie wie der Tate-Modul mit Isogenien zusammenhéngt (Theorem 7.4).
Erklédren Sie ohne Beweis das Isogenie-Theorem 7.7 und Theorem 7.9. Konstruieren
Sie die Weil-Paarung (I11.8). Geben Sie einen kurzen Uberblick (ohne Beweise) iiber
die Strukturaussagen zum Endomorphismenring (Korollar 9.4). Erkliren Sie wie die
Automorphismengruppe einer elliptischen Kurve aussieht (Theorem 10.1).

3. Elliptische Kurven iiber endlichen Ko6rpern

8) Elliptische Kurven iiber endlichen Kérpern (12.01.)

Referenz: [Si] Kapitel V.

Beweisen Sie den Satz von Hasse-Weil iiber rationale Punkte auf elliptischen Kur-
ven tiber endlichen Kérpern (Theorem 1.1). Definieren Sie die Zeta-Funktion einer
Varietédt iiber einem endlichen Koérper und formulieren Sie die Weil-Vermutungen.
Beweisen Sie diese fiir elliptische Kurven. Definieren Sie den Begriff einer supersin-
guldren und einer gewohnlichen elliptischen Kurve und geben Sie einen Uberblick
iiber die Resultate aus V.4 (ohne Beweise).

4. Elliptische Kurven iiber C

9) Elliptische Kurven iiber C (19.01.)

Referenz: [Si| Kapitel VI.

Ziel des Vortrags ist es den Uniformisierungssatz (Theorem 5.1, Korollar 5.1.1 und
Theorem 5.3), also insbesondere die Beschreibung von elliptischen Kurven iiber C
durch Gitter A C C zu erkldren. Bereiten Sie dieses Theorem vor, indem Sie zunéchst
elliptische Integrale und anschliefsend elliptische Funktionen, sowie deren Konstruk-
tion, erkldren. Formulieren Sie dann die Hauptresultate. Beweisen Sie anschliefsend
Proposition 5.4, sowie Theorem 5.5.



5. Elliptische Kurven iiber lokalen Korpern

10) Elliptische Kurven iiber lokalen Korpern (26.01.)

Referenz: [Si| Kapitel VII.

Erklédren Sie das Konzept einer minimalen Weierstraf-Gleichung und der Reduktion
modulo eines uniformisierenden Elementes. Diskutieren Sie die kurze exakte Sequenz
aus Proposition 2.1. Erkldren Sie Proposition 3.1, sowie die Anwendung 3.2 und ge-
ben Sie ein Beispiel. Beweisen Sie Proposition 4.1. Studieren Sie nun die verschiedene
Reduktionstypen von elliptischen Kurven (Propositionen 5.1, 5.4 und 5.5.). Formu-
lieren Sie das Kriterium von Néron-Ogg-Shafarevich (Theorem 7.1) und beweisen
Sie die Korollare 7.2 und 7.3. (Resultate aus Kapitel IV diirfen ohne Beweise ver-
wendet werden.)

6. Elliptische Kurven iiber QQ

11) Das schwache Mordell-Weil Theorem (02.02.)

Referenz: [Si] Abschnitte VIIT.1-VIIL.2.

Formulieren Sie den Satz von Mordell-Weil. Formulieren und beweisen Sie das schwa-
che Mordell-Weil Theorem.

12) Das Mordell-Weil Theorem iiber Q (09.02.)

Referenz: [Si] Abschnitt VIII.4.

Beweisen Sie den Satz von Mordell-Weil tiber Q (VIII.4.1). Diskutieren Sie zum Ab-
schluss des Seminars Resultate bzgl. Torsionspunkte aus III.7 (ohne Beweise) und
Vermutungen aus III1.10.
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