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Aufgabe 1 (Konvergenzerzeugende Faktoren, 6 Punkte)

Fiir k € N, betrachten wir die holomorphe Funktion

z2 Zk
Ei(a) = (1—2)'exp(z+5+~--+?)

auf der Umgebung U := U;(0) von 0 mit Radius 1. Zeigen Sie:
(a) Fir allez € U gilt:

) —ZFEx(2)
E/(z) = 1T,
(b) Esist Ex(0) = 1und EV(0) = 0 furalle j=1,..., k.
(c) Es gibt ein C € R so, dass fiir alle z € U mit |z| < 1 gilt |Ex(z) — 1| < C- |z[F.
(d) Sei A C C ein Gitter und k > 2, dann konvergiert das unendliche Produkt
[ &(3)
weriio) Y

auf jedem Kompaktum K in C \ A unbedingt absolut.

Hinweis zu (c): Betrachten Sie die Tnylorentwicklung von Ex(z) um 0 mit geeignetem Restglied.

Bitte wenden! —

Abgabe: Mittwoch, 12. Dezember 2018, bis spétestens 9 Uhr ct.
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Aufgabe 2 (Nullstellen der WeierstraBschen p-Funktion, 4 Punkte)

Sei A ein Gitter in C. Sei p die zu A gehorige Weierstraische p-Funktion.
Zeigen Sie:

(a) g hat entweder genau zwei einfache oder genau eine doppelte Nullstelle
modulo A.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) @ hat eine doppelte Nullstelle.
(2) 9(z0) =0 fiir ein zy € C \ A mit 2z € A.
(3) Die Weierstrafi-Konstante g3(A) ist 0.

Aufgabe 3 (Doppelte Nullstellen der WeierstraBschen p-Funktion, 6 Punkte)

Sei nun A ein Gitter mit g3(A) = 0, das heifst p hat nach vorheriger Aufgabe eine
doppelte Nullstelle in z, € C. Zeigen Sie:

(a) Es gibt ein c € C mit

1
P(z+20) = —=-¢

P(2)
firallez € C\ (AU (—zp + A)).

(b) ©”(z) = 69(z)* — £ fiir alle z € C. Insbesondere ist 9" (zp) = .

(c) Die Konstante ¢ aus Teil (a) ist gleich —g4—2.
Hinweis zu (b): Verwenden Sie die Differentialgleichung der p-Funktion.

Hinweis zu (c): Betrachten Sie die Laurent- bzw. Taylorentwicklungen beider Seiten aus (a)
beiz = 0.

Abgabe: Mittwoch, 12. Dezember 2018, bis spétestens 9 Uhr ct.



