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Vorwort

J.T. Teitelbaum hat in seinem Artikel [Tel] mit Hilfe einer Residuen-Abbildung eine
explizite Beschreibung von Drinfeldschen Modulformen zu einer p’-torsionsfreien Kon-
gruenzuntergruppe I',, gegeben. Diese kénnen interpretiert werden als harmonische Ko-
zykel auf den gerichteten Kanten des Bruhat-Tits-Baumes zu PGLy(K ). Die Residuen-
Abbildung ist vertréglich mit der Operation der Hecke-Algebra, so dass die Hecke-
Operatoren auf harmonische Kozykel iibertragen werden kénnen. Ein Beweis findet sich
in [Bo].

Da ein harmonischer Kozykel eindeutig bestimmt ist durch seine Werte auf einer end-
lichen Menge von Kanten, liefert uns dieser Zugang einen Algorithmus zum Berechnen
der Hecke-Operatoren. Dazu miissen wir zunéchst den Bruhat-Tits-Baum und seine
Quotienten modulo Kongruenzuntergruppen verstehen.

In Kapitel 1 wird der Bruhat-Tits-Baum 7 definiert und eine Darstellung der Knoten
und Kanten des Baumes durch Matrizen gegeben. Danach wird ein Algorithmus zum
Berechnen der Quotienten I',\7 vorgestellt. Der grofite Teil dieses Kapitels beruht auf
dem Buch [Se] von J.P. Serre. Der Beweis von Satz 1.19 stammt aus [Tr].

In Kapitel 2 untersuchen wir die Struktur der Quotientengraphen I',\7 . Dies liefert fiir
A = FF4[T] in den meisten Fillen eine explizite Basis des Raumes der harmonischen
Kozykel. Auf diesem Weg leiten wir auch die bereits aus zum Beispiel [Tel] bekann-
ten Dimensionsformeln auf elementare Weise her. Uber die Struktur des Quotienten-
graphen I',\7 fur I';, eine der Kongruenzuntergruppen I'o(N), I';(N) und I'(N) wird
dabei viel niitzliches, auch und gerade im Hinblick auf die beabsichtigte Implementa-
tion der Rechnungen auf dem Computer, zusammengetragen. Unter anderem wird die
lokale Struktur in der Néhe von Knoten des Quotientengraphen komplett geklirt. Die
Ergebnisse sind zwar wohl nicht unerwartet, aber scheinen bisher nicht explizit in der
Literatur vorhanden zu sein. Hieraus ergibt sich insbesondere, dass das Bild des ‘stabi-
len Teils' im Quotientengraphen stets zusammenhéngend ist. Ein wichtiges Hilfsmittel
ist die Euler-Poincaré-Charakteristik einer Kongruenzuntergruppe, auf die ebenfalls in
Kapitel 2 eingegangen wird.

Viele Aussagen aus diesem Kapitel beruhen auf der Arbeit [Tel] von J.T. Teitelbaum.
Einige Resultate aus Abschnitt 2.3 finden sich wieder in [Se].

In Kapitel 3 schliefllich definieren wir die Hecke-Operatoren 7, als Abbildungen auf
harmonischen Kozykeln. Wir zeigen, wie diese Operatoren berechnet werden kénnen
und erhalten so eine Darstellungsmatrix von T}, beziiglich der Basis aus Kapitel 2.
Uber die Entwicklung und explizite Beschreibung dieses Algorithmus hinaus war ein
Schwerpunkt der Arbeit die Implementation am Computer. Dazu wurde das Computer
Algebra System Magma in der Version 2.11-8 verwendet, welches unter
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/ erhéltlich ist. Neben der Berechnung der
Hecke-Operatoren und ihrer Eigenwerte liefern die Programme auch eine Funktion zur
Ausgabe der Quotientengraphen des Bruhat-Tits-Baumes. Diese kénnen im Postscript-
Format ausgegeben werden. Zum Zeichnen der Graphen wurde das Programm Graphviz,
ein Open-Source-Projekt der Firma AT&T, verwendet, welches unter
http://www.graphviz.org/ erhéltlich ist.

Wie bei einem Projekt dieser Grofle iiblich, nahmen Implementation, Test und Fehlersu-
che die mit Abstand grofite Zeit in Anspruch. Da die Komplexitit der Algorithmen sehr
schnell zu grofl wird, kénnen wir im Anhang nur ein paar Tabellen fiir kleine ¢ und einer
Stufe N kleinen Grades angeben. Die meisten Tabellen scheinen mir fehlerfrei und stim-
men mit bisherigen Experimenten iiberein. Allerdings iibernehme ich keinerlei Garantie
fiir die Richtigkeit der gesamten Implementationen und aller Tabellen. In einem weiteren



Anhang sind ein paar Beispiele von Graphen zu gréflerer Stufe angegeben. Diese Bei-
spiele zeigen, wie schnell die Komplexitét steigt. Die Berechnungen wurden durchgefiihrt
auf einem Intel Core 2 Duo Rechner mit 1.66 MHz und 2 GB Arbeitsspeicher. Simtliche
Quelltexte werden auf der Internet-Seite http://www.uni-due.de/arith-geom/butenuth/
unter einer freien Lizenz bereitgestellt.

Eine genauere Interpretation der Daten, insbesondere eine Zerlegung der Rdume der har-
monischen Kozykel in gemeinsame invariante Unterrdume der verschiedenen miteinander
kommutierenden Operatoren 7}, und eine andere Interpretation der Hecke-Operatoren,
die von Hecke-Charakteren kommen, war in der vorgegebenen Zeit leider nicht mehr
moglich. Aufgrund der theoretischen Resultate in einem Preprint von Bockle sind die
Figenwertsysteme kuspidaler Drinfeldscher Eigenformen durch geeignet definierte Hecke-
Charaktere gegeben. Die Berechnungen in dieser Arbeit sollten es ermdoglichen, diese
Charaktere in den betrachteten Fillen explizit zu bestimmen. Dies soll im Anschluss an
die Arbeit noch geschehen.

Die vorliegende Arbeit ist am Fachbereich Mathematik der Universitiat Duisburg-Essen,
am Campus Essen, unter der Betreuung von Professor Dr. Gebhard Bockle entstanden.
Bei ihm mochte ich mich hiermit fiir die herausragende Betreuung, seinen unermiidlichen
Einsatz und seine Geduld bei meinem mitunter lahmenden Verstindniss bedanken.
Ein grofler Dank gilt auch meinen Eltern, ohne deren kontinuierliche moralische und
finanzielle Unterstiitzung diese Arbeit und das gesamte Studium mir nicht moglich ge-
wesen waren.

Bedanken mochte ich mich auch bei Frau cand. math. Jasmin Matz fiir das Korrektur-
lesen der gesamten Arbeit.
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1 Quotienten des Bruhat-Tits-Baumes

In diesem Kapitel werden wir einen Graphen 7 definieren, den wir den Bruhat-Tits-
Baum (kurz: BT-Baum) fiir PGL2(K ) nennen, wobei Ko, die Vervollstéindigung des
Kérpers der rationalen Funktionen in einer Variable iiber F, ist. Wir werden zeigen, dass
dies ein ¢+ 1-regulérer Baum ist. Er besitzt eine natiirliche Operation der GLy(K ), und
wir werden sehen, wie man die Quotientenbédume I',\7, mit I';, eine Kongruenzunter-
gruppe der GLy(F,[T]), berechnen kann. Dieses Kapitel beruht stark auf den Resultaten
aus dem Buch [Se] von J.P. Serre. Der Beweis von Satz 1.19 stammt aus [Tr].

1.1 Der Bruhat-Tits-Baum fiir PGLy(K )

Sei k := I, der endliche Kérper mit ¢ Elementen in Charakteristik p. Sei

K = Quot(F,[T]) der Quotienenkdrper zu Fy[T]. Sei vy die zur Stelle oo gehorende
Bewertung von K, und sei K4 die Vervollstindigung von K beziiglich vy. Also ist
Ky = Fy((m)) der Korper der formalen Laurentreihen in 7y, wobei 7y die Ortsuni-
formisierende 71 ist.

Sei Oy = {x € Ky | vo(x) = 0} der Bewertungsring zu vy in Ky. Es gilt also
Ou /T O = k.

Definition 1.1 (Definition des BT-Baums) Die Knoten des Graphen T seien die
Aquivalenzklassen von Ow-Gittern in K2, wobei zwei Ouw-Gitter L und L' dquivalent
heifen, falls es ein x € K, gibt mit L' = x L. Wir schreiben X (T) fiir die Knotenmenge.

Seien A, A" zwei Gitterklassen und L € A. Wir nennen die Gitterklassen benachbart,
falls ein L' € A" existiert mit L' € L und L/L" ist ein Og-Modul der Linge 1, also falls
L/L' ~ O /70O gilt.

Zwei Gitterklassen sollen nun genau dann durch eine Kante verbunden sein, falls sie
benachbart sind. Wir schreiben Y (T) fiir die Menge der geordneten Paare benachbarter
Knoten, also fiir die Menge der gerichteten Kanten des Baums.

Lemma 1.2 Sei L ein Oy-Gitter in K2. Dann existiert in jeder Aquivalenzklasse von
Gittern A" genau ein Gitter L' mit L' € L und L' & wo L.

BEWEIS: Sei A’ = [L”]. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen a,b und eine Oy -Basis {e1,es} von L, so dass {e17%,eanl} eine Ouo-
Basis von L” ist. Es ist L’ € L genau dann, wenn a und b > 0 sind. Fiir x € K* ist
rL" = (xnler, xmles) = <7r§.§x)+ael, wé’él’)*beg) Die Gitter in einer Klasse unterscheiden
sich also nur um 7,-Potenzen. Das gesuchte Gitter L’ erhalten wir, indem wir L” mit

— mi b T
woomm(a’ ) multiplizieren. n

Satz 1.3 Jeder artinsche und noethersche Modul besitzt eine Zerlegungsreihe.

BeEwEIs: Siehe [Ja, Theorem 3.5]. n
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Definition 1.4 Seien L, L’ zwei Gitter mit L' € L. Dann bezeichne [(L/L') die Linge
einer Zerleqgungsreihe von L/L'. Nach dem Satz von Jordan-Hdélder ([Ja, Kapitel 3.3])
st diese Linge eindeutig bestimmit.

Definition 1.5 Zu zwei Gitternklassen A = [L] und A’ = [L'] mit {e1,e2} einer Basis
von L und {r%e1, 7% e} einer Basis von L' wie in 1.2 sei | a —b |=: d(A,A’) der
Abstand der Gitterklassen A und A’.

Dieser Abstand ist unabhéingig von der Wahl der Reprisentanten L und L': Fiir z,y €

K3 gilt 2L = (zer, zea) = (i ey, maVes) und yL' = (ymler, ymbes) =
<7r§o(y)+“*“(m)7r§o(””)e1, 7r§§y>+b’”(z)wé’o(m)e2>. Der Abstand mit den Repriasentanten xL und

yL' berechnet ist also | v(y) + a — v(z) —v(y) — b+ v(x) |=|a—b].

Satz 1.6 7 ist ein q + l-requlirer Baum, also ein zykelfreier, zusammenhingender
Graph, bei dem jeder Knoten q + 1 Nachbarknoten hat.

BEwEIs: 1) 7 ist zusammenhéngend:

Seien A, A’ zwei Gitterklassen, und L € A. Nach Lemma 1.2 existiert ein Gitter L' € A’
mit L' € L und L' & 7 L. Nach Satz 1.3 existiert nun eine Zerlegungsreihe L' = L,,
L, 1<S---<S Ly =L, so dass jeweils L; 1/L; keine nichttrivialen Untermoduln besitzt.
Daher sind [L;—1] und [L;] im Graphen benachbart. Wir haben also einen Pfad von [A]
nach [A'] fiir beliebige Gitterklassen gefunden, 7 ist somit zusammenhéngend.

2) T ist zykelnfrei:

Es reicht, zu zeigen, dass fiir einen Pfad Ag, Aq,..., A, ohne Backtracking in 7 gilt
Ap # A,,. Nach 1) koénnen wir Repriisentanten L; zu A; finden mit L;1; € L; und
I(L;i/L;iy+1) = 1. Also gilt I(Lo/Ly,) = n, und wir miissen zeigen, dass L, & 74 Lo ist.
Per Induktion kénnen wir annehmen, dass L, 1 ¢ 7 Lo ist. Es gilt nun 7oLy, 9 # Ly,
da sonst A, o = A, wire, wir also sonst ein direktes Backtracking A,, — A,,_1 — A, in
unserem Pfad héatten. Also gilt L,, 1 = Ly, + moo L2, also L, 1 = L,, mod 7L, und
somit folgt L,, & meLg.

Wir haben gleichzeitig gezeigt, dass der Abstand zweier Knoten A, A’ im graphentheo-
retischen Sinne der gleiche ist, wie der Abstand d(A, A’) zweier Gitterklassen aus Defi-
nition 1.5.

3) T ist q + l-regulir:

Sei Lo ein Gitter und Ag € X(7) der dazugehorige Knoten. Jeder Knoten in X (7)
hat nach Lemma 1.2 einen eindeutigen Reprisentanten L € Lo mit Lo/L =~ Oy /71O
und n = d(Ag,A). Der Oy /7l Ox-Modul Lg/ml Lo ist frei von Rang 2, und L/7{ Ly
ist ein direkter Faktor von Rang 1. Die Knoten A von 7 mit d(Ag,A) = n entspre-
chen also bijektiv den Faktormoduln von Lg/7} Lo von Rang 1 iiber Oy /7l Oy, also
den Punkten auf der projektiven Geraden P(Lg/7%Lg) = P!(Ox /7% Oy). Die Nach-
barknoten eines beliebigen Knotens Ay entsprechen dann bijektiv den Punkten von
P(Lo/mooLo) = PYOw/TeOsx) = P(k). Folglich hat jeder Knoten genau q + 1 ver-
schiedene Nachbarknoten. m

Bemerkung 1.7 Einen unendlichen Pfad ohne Zuriicklaufen mit Anfangsknoten Ag
nennen wir ein Ende von 7. Nach obiger Rechnung sind die Enden des Graphen 7
isomorph zum projektiven Limes iiber die P(Lo/7™ Lo), also isomorph zu P}(O) =
P!(K4). Die Enden sind nicht abhingig von der Wahl des Startknotens Ag.
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4 4
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Abbildung 1: Der Bruhat-Tits-Baum fiir £ = Fg

Wir kennen nun die Struktur des Baumes 7. Um eine Operation der Gruppe GLa(Ky)
auf dem Baum 7 zu erhalten, und fiir dessen Darstellung im Computer werden wir nun
die Knoten und Kanten durch Nebenklassen von Matritzen beschreiben:

Satz 1.8 Es gibt eine kanonische Bijektion

X(7T) — GL2(K00)/GL2(OOO)K50
A —» 7

BEWEIS: Sei {e1,es} die Standardbasis von K2, und L = {w;,ws) ein Vertreter eines
Knotens A := [L] € X(7'). Dann ist (wi,w2) = (e1,e2)y mit v € GLa(K ). Das Gitter
02, wird genau durch Multiplikation von rechts mit den Elementen aus GL3(Oy) in
sich iibergefiihrt und durch Multiplikation mit einem Skalar aus K bleiben wir in der
selben Gitterklasse. Also ist

X(T) — GL2(Kx)/GL2(Oc0) K,
A —» 7

eine wohldefinierte Bijektion. n

a b

Definition 1.9 Sei 'y := {(c J

) € GL2(Ox) | v (c) > 0}
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Satz 1.10 FEs gibt ein Bijektion

Y(T) — GLy(Ky)/TwKg
(A1,Ag) = v

BEWEIS: Seien Ag und A; zwei benachbarte Knoten und sei (A1, Ag) die Kante von Aq
nach Ag. Wie im Beweis zu 1.6 finden wir Reprasentanten Lg, L; von Ag und A; mit
Ao = [Lo] = [0%7] und Ay = [L1] = [(Ow ® TeOu)7] fiir eine Matrix v € GLa(Kop).
Die Kante von 02 nach Oy @7eOy wird genau von I'y, festgelassen und Multiplikation
mit Skalaren aus K4 dndert wiederum nichts an den Gitterklassen. Insgesamt folgt, dass
die Abbildung

Y(T) — GLo(Ky)/ToKZ
(A1,Ag) = v

eine Bijektion ist.
|

Durch Linksmultiplikation erhalten wir eine natiirliche Operation von GLy(K ) auf den
Knoten und Kanten des Baumes. Die Inklusion I'y; < GL2(Oy) ordnet jeder gerichteten
Kante e € Y(T') ihren Endpunkt t(e) € X (T') zu und ist mit der Operation von GLa(K )
vertriglich. Also erhalten wir eine Operation von GLa(K ) auf 7.

Fiir eine Untergruppe G von GLy(K ) definieren wir Stabilisatoren zu Knoten und
Kanten:

Definition 1.11 Sei G einen Untergruppe von GLo(Ky), A, A’ Gitterklassen, L ein
Gitter, dann definieren wir

(a) G := Stabg(L)
(b) G := Stabg(A)
(c) G,y := Stabg((A, A")) = Stabg(A) N Stabg(A')

Definition 1.12 Fir zwei Gitter L, L' setzen wir x(L,L") := I(L/L") — I(L'/L") mit
L" = L n L'. Das Gitter L" kann durch ein beliebiges Untergitter von L n L' ersetzt
werden.

Lemma 1.13 (a) Sei G eine Untergruppe von GLa(F,[T]). Sei L € A. Dann ist
Stabg(A) = Stabg(L).

(b) Sei s € GLa(K). Dann gilt x(L,sL) = vy (det(s))

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst (b):
Dazu konnen wir wie im Beweis zu 1.2 eine Basis {e1,e2} von L wéhlen, so dass

e 0 .
SO Wgo) s’ mit s’ € GLa(Ou).

Also ist veo(det(s)) = v (TEP) + veo(det(s’)) = a + b. Man rechnet nun schnell nach,
—_—

{r%e1, 0 es} eine Basis von sL ist. Dann gilt s = <

=0
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dass in den vier Fallen a,b > 0;a,b < 0;a < 0,b > 0 und a > 0,b < 0 jeweils ebenfalls
X(L,sL) = a + b gilt. Damit ist (b) gezeigt.

Sei jetzt s € Gp. Dann ist x(L,sL) = vep(det(s)) = 0, da G < GLo(F,[T]) gewéhlt
war. Da s die Gitterklasse A festlésst, finden wir also ein x € K} mit sL = zL und
esist 0 = x(L,sL) = x(L,zL) = 2vy(x). Somit ist x € OF, also L = xL = sL, und
also s € GGr. Damit haben wir Gy € G, gezeigt. G, € Gy gilt trivialerweise, also gilt
insgesamt Gy = Gr. n

Bemerkung 1.14 Es gilt d(A, sA) = vg(det(s)) mod 2.

BeEwEIs: Wie im Beweis von Lemma 1.13 mit der selben Notation gilt vy (det(s)) = a+b.
Nach Definition gilt d(A,sA) = |a — b/ und es ist |a — b =a +b mod 2. n

Diese Bemerkung zeigt uns, dass fiir Untergruppen der GLg(F,[T]) die Operation der
Gruppe auf dem Graphen die Orientierung der Kanten enthélt. Fiir eine Matrix s €
GL2(F,[T1) gilt vy (det(s)) = 0, also gilt d(A, sA) =0 mod 2. Sei A ein beliebig gew&hl-
ter Knoten. Wir teilen die Knoten X (7)) in zwei Klassen X, und X auf mit A’ € X,
genau dann, wenn d(A, A’) gerade ist. Dann erhélt GLy(F,[7]) die Einteilung und damit
auch die Orientierung der Kanten.

1.2 Quotient von 7 modulo GLy(F,[T])

Der Quotient GLy(F,[T'])\7 hat eine besonders einfache Form als Halbgerade. Dies wird
uns eine Einteilung von Knoten nach ihrer Lage auf der Geraden im Quotientengraph
geben. Ausserdem wird dieser Fundamentalbereich der Schliissel zum Berechnen von
Quotientengraphen von 7 nach Kongruenzuntergruppen der GLg(F,[T]) sein. Diese
Quotientengraphen kénnen wir dann als Uberlagerungen der Halbgerade auffassen.

Definition 1.15 Sei Gy := GLy(F,) und

Guim ((§ 8) 1ot e Byb e T <

Definition 1.16 Sei L, := (O @ 7O ) flir n = 0 und A, := [Ly].

Satz 1.17 (a) Die Gitter A, sind paarweise indquivalent modulo GLo(F4[T]).
(b) Gy, ist der Stabilisator von A, in GLa(F4[T]).
(c) Go operiert transitiv auf den Kanten mit Ursprung Ag.

(d) Firn > 1 lisst G, die Kante (Ay,, Ay +1) fest und operiert transitiv auf den anderen
Kanten mit Ursprung A,.

BEWEIS: (a) Sei v = (CCL b) € GLo(Fy[T]) mit yA,, = Apym und sei L], := (T"Op @

d
Og) € A, ein Reprisentant der Gitterklasse. Wie im Beweis von Lemma 1.2 ist dann
~vL!, = LypsmT ™" = (T~ hO @ T~"O4) fiir ein h € Z. Nach Lemma 1.13 gilt dann

m — 2h = x(Ly, LpwnT ") = x(L,,,7L},) = veo(det(y)) = 0.
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Also folgt m = 2h. Aus yL;, = L .., T~ h folgt aber sofort deg(a) < h,deg(b) < n +
h,deg(c) < (n — h) und deg(d) < —h. Da a und d beide aus F,[T"] waren, folgt h =
und damit die Aussage (a).

(b) Fiir n = 0 folgt deg(a) = deg(b) = deg(c) = deg(d) = 0, also v € GLy(F,). Fiirn > 1
folgt deg(c) < —n, also ¢ = 0, deg(a) = deg(d) = 0 und deg(b) < n, also insgesamt
v e Gy.

(c) Wir haben im Beweis von Satz 1.6 gesechen, dass die Kanten mit Ursprung Ag der
Gerade P!(FF,) entsprechen. Da GLo(F,) transitiv auf P!(F,) operiert, folgt (c).

(d) Die erste Aussage ist klar, da G, in G, 11 enthalten ist. Fiir die zweite Aussage
betrachten wir die Operation von G, auf L) /L,T~' =~ PY(F,). Auf P}(F,) ist diese
Operation durch obere Dreiecksmatrizen aus GLqo(F,) gegeben. Diese fixieren genau
einen Punkt von P!(F,) und operieren transitiv auf den anderen ¢ Punkten.

|

7

Wir haben in Satz 1.8 gesehen, dass wir die Knoten des BT-Baumes mit Matrizen
modulo GL2(Oy) K}, beschreiben konnen. Das néchste Lemma ist sehr niitzlich, da es
uns eine Normalform fiir die Matrizen liefert. Der Beweis ist konstruktiv.

Lemma 1.18 Die Abbildung {(Wé’o ?i) |n€Z,y mod 72} — X(T): A [AOZ]

1st eine Bijektion.

BeweEls: Ein Knoten in X (7) ist nach 1.8 eine Nebenklasse einer Matrix aus GLa(K )

modulo GLa(Oy) K}, Sei <i1 iz) ein Vertreter einer Nebenklasse. Wir bleiben in der
3 T4

selben Nebenklasse, wenn wir von rechts mit Matrizen aus GL2(Oy) K}, operieren. Ist
nun vy (r3) < ve(ry4), so multiplizieren wir von rechts mit ( ) und vertauschen
Zv

damit die beiden Spalten. Wir kénnen also annehmen, dass vg(z3) w(x4) ist. Mul-

0
1

r1 T2 1 0 - xlil‘;_i‘a T2
r3 T4 —i—i 1 N 0 Ty

Multiplikation mit x;l € K, ergibt einen Verteter der Gestalt (7301 212) Wir schreiben

1
tiplikation mit <_ﬁ

T4

) € GL2(Oy) ergibt

~1
z1 = mye mit eindeutigem n € Z,e € Of. Multiplikation von rechts mit (E 0 (1)) €

n
GL2(Oy) ergibt also einen Vertreter der Form (WSO ?i)

T a\ (7 b\ (a B\ _ [(mga+by 7R3+ bd
0 1) \0 1)\y &) o 5

mit (: b ) € GLy(Oy) K7, so folgt aus der unteren Zeile § = 1, = 0 und anschliefSend

Gilt nun

1)
a = 1 und m = n. Der Eintrag oben rechts ist also bis auf Elemente aus 7%, Oy eindeutig
bestimmt. g
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Satz 1.19 Es ist GLo(F,[T|)\T die Halbgrade A9 — Ay — Ay — ...

BEwEIS: Wir koénnen von links mit Matrizen aus GLa(IF,[T]) operieren. Nach Lem-

n
ma 1.18 brauchen wir nur Knoten vom Typ (7760 31/) mit n € Z,y € Ky betrach-

ten. Da y nur modulo 72Oy bestimmt ist, konnen wir y = P + yg schreiben, mit

n n
PeFy[T] und yp € Ko mit 0 < ve(yo) < n. Es ist dann (T"O y> = (T"O P+ yo> ~

0 1 0 1
1 —-P T PH+y) [T Yo
0 1 0 1 N0 1)

Fall 1: n < 0: Wegen der Bedingung 0 < vy (yo) < n ist hier yg = 0 und
T 0\ _ (0 1\ (mg 0) (0 1\ (m" 0\ (7" 0
0 1 10 0 1 1 0 0 ") 0 1
Fall 2: n > 0: Es gilt 0 < v (yo) < n, also ist

T Yo\ _ (0 L\ (mx w)_(0 1\ _ (0 1 1 0\ _
0 1 1 oJ\o 1 ™ Yo ™ yo) \ Ty, 1
(3 -3 ) )= ()
0 Yo 0 yo) \ 0y 0 1
7.‘.20*2%0 (yo) Yo 1
0 1

Es ist jetzt entweder n < 2v4y(yo), dann sind wir wieder im ersten Fall, oder es ist
0 < n — 2vp(yo) < n. Dann sind wir in Fall 2 mit einem Vertreter mit echt kleinerer
Bewertung n des Eintrags links oben. Da n in jedem Schritt echt kleiner wird, kommen
wir irgendwann zwangsldufig in den ersten Fall.

Wir haben also zu jedem Knoten einen GLg(F,[T'])-dquivalenten Knoten der Form

n
[(WSO (1))] mit n € Ny gefunden. Diesen Vertreter konnen wir durch Multiplikation von

n

links und rechts mit der Matrix <(1) (1)> auf die Form [<(1)
0

entsprechen den Standard-Gittern A,, aus 1.16. Nach Satz 1.17a) sind die Gitter A,
paarweise indquivalent unter der Operation von GL2(F,[T]). Da die Gitter Oy @7l O
und Op @710y Distanz 1 haben, also die zugehérigen Knoten im Graphen verbunden
sind, ist insgesamt GLqy(F,[T])\7 genau die Halbgerade Ag — A; — Ay — ...

|

0 )] bringen. Diese Knoten

Definition 1.20 Sei 7 : T — GLo(F,[T]|)\7 die Projektion. Dann heifst x € X (T)
ein Knoten vom Typ n falls w7(n) der n-te Knoten in der Halbgerade ist.

Anders ausgedriickt sind Knoten vom Typ n also GLy(F,[T])-dquivalent zu A, =
[(1 0 >] Der Beweis von 1.19 war konstruktiv und liefert uns ein einfaches Ver-

n
0 =3,

fahren, um den Typ eines Knotens zu bestimmen.
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1.3 Kongruenzuntergruppen zu GLy(F,[T])

Definition 1.21 Sei N ein normiertes Polynom in Fy|[T|. Zu N definieren wir

TV i= (e GLa(l7]) [ 1= (o 1) (mod 3}

FEine Untergruppe von GLo(F4[T]), die I'(N) fir ein N € Fy[T] enthdlt, heif$t Kongru-
enzuntergruppe. Speziell seien

To(N) = {y € GLy(F,[T]) | v = (8 Z) (mod N)}

und
Ty i= (e GLa(EIT]) [ 1= (5 1) (mod M)

Es ist also I'(1) = GL2(IF4[T"]). Diese Notation wird im Folgenden manchmal benutzt.

Die Kongruenzuntergruppen sind Untergruppen von GLa(IF4[7']) von endlichem Index,
wie wir in Satz 1.24 zeigen werden. Die Quotientengraphen I',\7 fiir I';, eine Kongru-
enzuntergruppe sind Uberlagerung des Graphen GL2(F¢[T])\7T. Um sie auszurechnen,
brauchen wir Vertretersysteme von I',\GL2(F,[T"]). Wir geben zunichst ein Vertreter-
system von I'g(N)\GL2(F,[T]) an. Im Hinblick auf die explizite Implementation geben
wir einen konstruktiven Beweis.

(a b L (ad b a b
Lemma 1.22 Sei (c d) € GLa(Fy[T]). Dann gilt (c’ d’) € I'o(N) (c d) genau

dann, wenn ein w € Fy[T| existiert mit ggT(w,N) = 1 und ¢ = wec mod N,d =
wd mod N.

BEWEIS: Wir zeigen zunéchst, dass fiir beliebige a,0’ € Fy[T] mit o/ := a'd — b'c € F
/ /

gilt (CZ Z) e To(V) (Z Z) . Die Nebenklasse einer Matrix aus GL2(IF4[7']) héngt also
nur von den Eintrégen (c,d) ab.

Sei @ := ad — be. Also ist f := o ld € F, und es ist a'd — b'c = B(ad — be), also
d(Ba — a') = ¢(Bb — V') (). Multipliziert man () mit a’ und subtrahiert ¥'c(Ba — a’)
bekommt man die Gleichung a'd(8a —a') —V'c(Ba—a') = a’c(Bb—b") — V' c(Ba—a'), also
o (Ba —a') = c(d(Bb—b") -V (Ba—a')). Multipliziert man (x) mit ¥ und subtrahiert

-/

~—

=y
es von a'd(8b — V') bekommt man die Gleichung a'd(8b — b') — V/'d(fa — a') = o’'d(5b —
V) —Ve(Bb— V), also gilt dy = o/ (Bb — V') und cy = o/ (Ba — a'). Mit z := o'~y folgt
also dx = 8b — b’ und cx = Ba — a’ und wir erhalten die Matrizengleichung

ad v\ (Ba—cx pfb—dx\ (B —z\ [a b

c d) c d ~\0 1 c d
;V_/
EFQ(N)

Da wir nun gezeigt haben, dass die Nebenklasse mod I'g(N) nur von den unteren beiden

Fintrdgen abhéngt, konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass det (Z Z) =1=
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/ /
det (CCL, Z,) gilt. Wegen

a VY (a b)Y _(a U\ (d —b)_ (dd=Vec ab—ab) _
d d)\c d \d d)\—-—¢c a) \dd-dc ad —cb)
! /

ist also (Z, Z,) genau dann in I'o(N) (z Z), falls ’d = d'¢c mod N ist.

Falls ein w € F,[T] existiert mit ggT(w, N) = 1 und ¢/ = we mod N,d = wd mod N,

so existieren u,v € Fy[T] mit ¢ —we = uN,d —wd = vN, also ist d — d'c = uNd +

wed — vNe —wed = (ud — ve)N, also ¢/d = d'¢ mod N.

Gilt umgekehrt ¢'d = d’'¢ mod N, so definiere w := ad'—c'b. Es gilt dann ggT(w, N) = 1,
da w der Eintrag rechts unten der Matrix A ist und det(A) € F, ist und es ist we =
acd’ — bed = (ad — be)d = ¢ mod N und wd = add — bd'd = (ad — be)d' = d’ mod N.
|

Korollar 1.23 Es ist [o(N)\GL2(F,[T]) = P*(F,[T]/N).

Satz 1.24 Es ist T(N)\GLa(F,[T]) = (1%3 (1)) SLa(F,[T]/N).

BEWEIS: Sei I'V(N) := T'(N) n SLy(F,[T]). Dann ist I'(N) gerade der Kern des sur-
jektiven Homomorphismus ¢ : SLa(F,[T]) — SLa(F,[T]/N) (fiir die Surjektivitit siehe
Satz 1.33). Also ist I''(IV) ein Normalteiler in SLg(F,[T]) und es ist I'V(N)\SLa(F,[T]) =
SLa(F,4[T']/N). Das Resultat fiir die GLa(F,[T]) folgt nun aus

cLaE ) - (7 statelr)

Insbesondere ist der Index [GLo(F,[T]) : I'(IV)] endlich. Also haben alle Kongruenzun-
tergruppen endlichen Index in GLo(IF,[T1).

Satz 1.25 Es ist I'1(IV)\GL2(F4[T]) = (IE(;; (1)) {(c,d) € (Fy[T]/N)? | ggT(c,d) = 1}

*

BEwEIs: Die Diagonalmatrizen (E(‘)q
GLy(F4[T]) beziiglich des Normalteilers SLy(F,[T]). Die Paare (c.d) € (Fy[T]/N)? mit

2) & SLu(F,[T]/N). Dadurch
kriegen wir eine transitive Operation der Gruppe SLa(FF,[T]) auf der Menge {(c,d) €
(F,[T]/N)? | ggT(c,d) = 1} und der Stabilisator von (1,1) besteht aus genau den

Matrizen mit ¢ =0 mod N und a,d =1 mod N, also gerade der I'1(N). n

1> sind ein Reprisentantensystem von

ggT(c,d) = 1 konnen wir ergénzen zu Matrizen
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1.4 Berechnung von I', \ 7T fiir [GLy(F,[T]) : I',] < o0

Der néchste Satz gibt an, wie man fiir Untergruppen I';, von endlichem Index in
GL2(F,[T]) den Graphen I',\7 berechnet. Dabei wird der Satz so formuliert, dass direkt
klar wird, wie der Algorithmus zu implementieren ist.

Satz 1.26 Sei I'y, < GL2(F,[T]) von endlichem Index und {si,s2,...,sn} ein Vertre-
tersystem von I',\\GLa(F,[T]). Sei Y die Halbgrade Ag — Ay — Ay — ... Sei s;(T) die
Halbgrade si(Ao) — si(A1) = si(A2) — ... Dann erhdilt man den Graphen I',\T indem
man die Halbgeraden s1(Y) bis s, () dbereinander legt, und dann Knoten und Kanten
nach den folgenden Regeln identifiziert:

(a) Es werden nur Kanten und Knoten der gleichen Stufe identifiziert.
. e ' PR
7
(b) si(An) ~ sj(An) genau dann, wenn es ein g € Gy, gibt mit s;gs; "~ € I'y.

(¢) si((Ao,A1)) ~ sj((Ao, A1) genau dann, wenn es ein g € Go N Gy gibt mit Sigs]71 €
|

(d) si((An, Ang1)) ~ 5j((An, Ans1)) genau dann, wenn es ein g € Gy, gibt mit Sigs;1 €
Iy firn > 1.

BEwEIs: U = [ J*; s;(T) enthélt aus jeder I',-Bahn von X(7') bzw. von Y (7)) minde-
stens einen Vertreter. Also ist I',\7 = I',\U.

Zu (a) Angenommen s;(Ag) ~ s;(A;) mit k£ # [. Dann gibt es also ein v € T',, mit
vsil\p = sjA\;, also A; = s;lfysiAk, was ein Widerspruch zu Satz 1.17(a) ist.

Zu (b) Es gilt 5;(Ay,) ~ s;(Ay,) genau dann, wenn ein v € I', existiert mit ys;jA, = s;Ap,
also s;lfysjAn = A,,. Nach Satz 1.17(b) gilt das genau dann, wenn s;lfysj € G, ist. Also
folgt (b).

Zu (c) Analog zu (b), da die Fixgruppe von (Ag, A1) = Go n Gy ist.

Zu (d) Analog zu (b). Die Fixgruppe von (A,, Api1) ist G, N Gpi1 = G n

Wir sehen bereits einiges iiber die Struktur des Graphen:

Bemerkung 1.27 (a) Fir n > 1 gilt G,, € G, 41. Fallen also zwei Knoten der Stufe
n zusammen, so auch die zugehorigen Kanten zwischen der Stufe n und n+ 1 und
alle weiteren Knoten und Kanten weiter aussen.

(b) Der Graph I',\7 ist zusammenhéngend, da er von 7 iiberlagert wird.
(¢) An jedem Zykel im Quotientengraph ist genau ein Knoten der Stufe 0 beteiligt.

(d) Der Graph I')\7 hat m Enden mit 1 < m < m Ein Ende des Quotientengraphen
I',\7 nennen wir Spitze der Kongruenzuntergruppe I',..

(e) Der Graph I')\7 ist die Vereinigung eines endlichen, zusammenhéngenden Gra-
phen und endlich vieler Halbgeraden.



1 QUOTIENTEN DES BRUHAT-TITS-BAUMES 16

1.5 Einige einfache Beispiele

Um etwas vertrauter mit den BT-Bdumen zu werden, werden wir in diesem Abschnitt
einige einfache Beispiele von Hand durchrechnen.

Beispiel 1.28 ¢ =2,T', = I'o(7)
Ein Vertretersystem von T'g(T)\GL2(F2[T]) ist nach Korollar 1.23 der PY(Fo[T]/T) =
P!(FFy), also die drei Tupel (0,1),(1,0) und (1,1). Diese ergiinzen wir zu den Matrizen

10 01 10 o , .
s1 = (0 1),322 (1 0) und s3 = (1 1).Es ist s, = 51,85 = sy und 53 = s3.
Unsere Standardgerade Ag — A1 — Ay — ... wird also von den drei Geraden

G 2= D=6 Dn=02) =6 D2=( 2) -
LR G B I EO (S B (I T ) e
O O G A R R (N R G

tiberlagert.
Es ist Gy = GLy(F3), also fallen die drei Knoten iiber Ag zusammen.

Es ist G,, = {((1) T) | n € Fo|T],deg(m) < n}. Also gilt <((1) i)> = Gy n Gy.
Es ist

11\ 1 (0 1\ /1 1\ /1 0\ (1 1
%2 (0 1) % = (1 0) (0 1) (1 1) - (0 1) € Lo(T)
also fallen die Knoten so(A,) und s3(A,) ab n = 1 ebenso zusammen wie die Kanten

(s2(Ao), s2(A1)) und (s3(Ag), s3(A1))
Es ist fir m € Fy[T'] beliebig

G O6DE - Yeren
= =) 6 )6 )0 ) e

Also fallen die Knoten s1(Ay,) und sa(A,,) fiir kein n > 1 zusammen. Damit ist also klar,
wie der Graph I'g(7T")\7 aussieht, siche Abbildung 2

O =

und

Beispiel 1.29 ¢ = 2,1, = I'o(T?)

Auch dieses Beispiel lésst sich noch einfach von Hand beherrschen. Ein Vertretersystem
von ['o(T?)\GLy(F2[T]) ist der P! (Fo[T]/T?), also die Tupel (0, 1), (1,0),(1,1),(T, 1),
(T'"+1,1) und (1,7T), diese ergénzen wir zu den Matrizen

/10y /o1y _/to0y (10 (1 0y (01
1700 1)%27\1 0)%7\1 )%\ 1) \r+1 1)1 7
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Abbildung 2: Der Quotientengraph von I'g(T)\7 fiir k = Fy

Es gilt dann sfl = 81,851 = 82,.9?:1 = 33,3‘;1 = 34,351 = s5 und sbfl =

Unsere Standardgerade Ag —» A1 — Ay — ...

0 10
D)

(s

()G a) =0 o))~

0 1
1) Ao = (0

1 0
0) Ao = (1
0 1
1) Ao = (1

10 1
<T+1 1)A°_ <T+1

iiberlagert.
Wie in Beispiel 1.28 fallen die drei Knoten s1(Ag), s2(Ag) und s3(Ag) und die Kanten

(s2(Ao), s2(A1)) und (s3(Ag), s3(A1)) mitsamt den Knoten so(Ay),ss(Ay) fir n

zusamimen.

1 0
T+1 1

D)= (s
o

)2

1

1

1T

1 _ (0 7%
Vom0 %)
0 1 0
Voo (1 8)
)
N
To
1 0
Tl +1 T
2
)A2—<0 TS
1 7%

T
1

)

wird also von den sechs Geraden

)

17

1
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o o —>
s
——eo o
v v

® o o o *—>

Abbildung 3: Der Quotientengraph von I'g(T?)\7 fiir k = Fy

Es ist
11\ , (1 0\/1 1\/T 1\ [ 1 0\(/T+1 1
% \o 1)% “\r+1 1)\o 1/\1 o) T \r+1 1 1 0

~ (72 1) erar)

also fallen die Knoten s5(Ag) und sg(Ag) und die Kanten (s5(Ag), s5(A1)) und

(s6(Ao), s6(A1)) mitsamt den Knoten s5(A,,), s¢(Ay,) fiir n > 1 zusammen.

Man rechnet schnell nach, dass zwischen der nullten und ersten Stufe keine weiteren
Kanten zusammen fallen.

Es ist
ST G I I S R VI
- (5 1) e

also fallen die Knoten s4(Ag) und s5(Ap) zusammen.

Man rechnet schnell nach, dass in der nullten Stufe keine weiteren Knoten zusammen
fallen.

Es ist

1 T+1\ ; (0 1\ (1 T+1 10\ (0 1\[/T® T+1
2l 1 /)% “\1 0)\o 1 T7+1 1) \1 o)J\T+1 1

also fallen die Knoten sa(Ay,) und s5(A,,) fir n > 1 zusammen.
Weiter Knoten und Kanten fallen nicht mehr zusammen, so dass wir wissen, wie der
Graph Tg(T?)\7 aussieht. Siehe Abbildung 3
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1.6 Abbruchbedingung

Bisher haben wir gesehen, dass ab der ersten Stufe nur noch Knoten zusammen fallen
konnen. Um die Graphen I',\7 komplett zu kennen, méchten wir noch wissen, bis zu
welcher Stufe Knoten noch zusammen fallen kénnen. Im Fall von Kongruenzuntergrup-
pen kénnen wir ein einfaches Kriterium angeben:

Satz 1.30 Sei Iy eine der Gruppen T'o(N),T'1(N),I'(N), sei n = deg(N). Dann fallen
spdtestens ab der Stufe n keine Knoten mehr zusammen.

Fiir diese Gruppen gibt es spiter noch eine sehr genaue Analyse der Abbruchbedingung.
Siehe Abschnitt 2.4.

BEWEIS: Sei m > n. Damit in der m-ten Stufe zwei Knoten s;(Ap,) und s;(Ay,,) im
Qoutientengraphen zusammen fallen, muss es ein v € G, geben mit 8;1’78]‘ e I'y. Sei

M o . .
also v = (%1 a2) € Gy, mit s; 1’78j € I'y. Dann sind ay,az € Fy und M € Fy[T] mit
deg(M) < m. Nach Division mit Rest kénnen wir M schreiben als M = Q - N + M’

!
mit Q, M € Fy[T],r := deg(M') < n. Es ist dann s;lfysj = s;l (061 QNO;I_ M) s; =
2

Ml
s; ! (061 o ) s; mod N. Da die Kongruenzuntergruppen iiber Kongruenzbedingun-
2
gen modulo N definiert waren, ist also s; 1’78j € I'y, genau dann, wenn s; Ly sj € Iy
!
ist, mit ' := (%1 ](\j) Da +' € G, ist, sind die Knoten s;(A;) und s;(A,) also im
2

Quotientengraphen bereits zusammen gefallen. g

Um die Graphen I',\7 zu berechnen, miissen wir also nur deg(/N) — 1 Stufen weit nach
auBlen rechnen. Die Knoten, die bis dahin nicht zusammen gefallen sind, entsprechen
den Spitzen des Quotientengraphen.

1.7 Algorithmische Aspekte, Laufzeiten

Wir haben gesehen, dass die erste Aufgabe im Algorithmus zum Berechnen von I',\7
darin besteht, ein Vertretersystem von I',\GL2(F,[T]) zu bestimmen. Die Laufzeit des
Algorithmus wird von der Ordnung des Vertretersystems abhidngen. Wir erkléren zu-
néchst fiir die drei Falle I'g(V),['1(N) und I'(V), wie wir das Vertretersystem im Com-
puter repréisentieren und abspeichern. Danach schitzen wir die Laufzeit des Algorithmus
grob nach oben ab.

1.7.1 To(N)

Um ein Vertretersystem abzuspeichern, besteht hier die Aufgabe, den P!(F,[T]/N) zu
bestimmen. Dies ist eine nicht-triviale Aufgabe. Wir haben bereits im Beweis von Lem-
ma 1.22 benutzt, dass zwei Paare (ug,vo), (u1,v1) genau dann das gleiche Element in
PY(F,[T]/N) definieren, falls ugv; = ujvg mod N gilt. Eine Moglichkeit, P!(F,[T]/N)
zu erzeugen, wire dann, die Paare (1,a) mit a € Fy[7T'], deg(a) < deg(/N) und die Paare
(d,a) mit d | N, d normiert, und deg(a) < deg(N) mit ggT(a,d, N) = 1 in eine Liste
abzuspeichern. Wir miissten dann bei jedem neuen Element iiberpriifen, ob es dquivalent
zu einem der Elemente ist, die bereits in der Liste sind.
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Der Nachteil dieser Methode ist allerdings, dass es zu einem beliebigen Element (u,v) €
PY(F,[T]/N) aufwendig ist, das entsprechende dquivalente Element aus der abgespei-
cherten Liste zu finden, da man (u,v) dann mit jedem Element aus der Liste vergleichen
muss. Man briuchte also O(#P!(F,[T])) viele Schritte fiir diese Aufgabe.

Stattdesen benutzen wir eine kleine Verfeinerung dieses Algorithmus, &hnlich wie ihn
W. Stein in [St, 6.6.1] fiir P1(Z/N) vorschligt. Die Idee ist, dass wir zunéchst iiberlegen,
wie man zu einem gegebenen Paar (u,v) € P1(F,[T]/N) einen #quivalenten Reprisen-
tanten (u',v’) findet, der in einem gewissen Sinn kanonisch ist. Wenn man dies hat,
kann man P!(F,[T]/N) erzeugen, indem man geniigend Paare in eine Liste aufnimmt,
und durch die dazu #dquivalenten kanonischen Reprisentanten ersetzt. Zu einem Paar
(u,v) € PY(F,[T]/N) setzen wir dazu u' := ggT(u, N) und suchen das lexikographisch
kleinste Element v’ € F,[T], so dass (u,v) ~ (u/,v") in PL(F,[T]/N) gilt. Danach kann
man die Liste sortieren und doppelte Paare rauswerfen.

Algorithmus 1.31
EINGABE: u,v,e Fy[T],N € F,[T],deg(N) > 1.

AUSGABE: [(0,0);0] falls (u,v) ¢ PY(F,[T]/N) ist. Ansonsten [(uo,vo);s)] mit
gegT(s, N) =1 und (u,v) = (sug, svg) mod N. Das Paar (ug,vg) soll dabei nur von der
Klasse von (u,v) € PY(F,[T]/N) abhingen. Fiir alle s' mit ggT(s',N) = 1 liefert die
FEingabe [(s'u, s'v); N| ebenfalls (ug,vo) als Ergebniss.

NOTATION: Zu a € F4|T] bezeichne a%N das eindeutige Polynom o' € F,[T] mit
a=d mod N und deg(a’) < deg(N).

ALGORITHMUS:
1. Reduziere v und v modulo N:

u = u%N
v = v%N

2. Falls u = 0 ist: Falls ggT' (v, N) = 1 ist, gib [(0,1),v] aus. Ansonsten gib [(0,0), 0]
aus.

3. Berechne g = ged(u, N) und s,t € Fy[T] mit g = su+tN und reduziere s mod N:

g, s, t := Xged(u,N)
s :=s%N

4. Falls ggT(u,v,N) = ggT(g,v) > 1 ist, gib [(0,0);0] aus.

5. Da g = su + tN ist, konnen wir s als eine Art Pseudo-Inverse zu v mod N
auffassen. Da ¢ | u, kénnen wir s mod & abiindern, ohne etwas an su mod N zu
andern. Wir kénnen daher ein s wihlen mit ggT(s, N) = 1:

ifgl=1{
d:=N/g
while ggT(s, N) 1= 1 {
s:=s+d
s=s%N
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}

6. Da ggT(s,N) = 1 ist, konnen wir (u,v) mit s multiplizieren, und erhalten dann
das in PL(F,[T]/N) dquivalente Element (g, sv):

u:=g
vi=s*v
vi=v%N
7. Da g als grosster gemeinsamer Teiler nur bis auf Einheiten in (F,[T])* = F}
eindeutig ist, kbnnen wir noch g normieren. Sei ¢ = a,1™ + .... Multipliziere

(g,v) mit a := a,
g:=a

g
vi=a*v

*

*

8. Der entscheidende Schritt im Algorithmus ist jetzt, dass wir ein zu (g, v) dquivalen-
tes Paar (g,v') finden, dass v’ beziiglich der lexikographischen Ordnung minimiert.
Dieses Paar ist dann eindeutig. Dazu gehen wir wie folgt vor: Falls ein 1 # t € F,[T']
existiert mit ggT (¢, N) = 1 und tg = g mod N, so gilt (¢t — 1)g = 0 mod N,
also t — 1 = kN/g fir ein k € Fy[T],k # 0,deg(k) < deg(g). Es reicht al-
so fiir alle 0 # k € IFy[T| mit deg(k) < deg(g) die Paare (g,v + kvN/g) mit
geT(1+kN /g, N) = 1 zu berechnen, und dasjenige rauszupicken, welches v+kvN /g
minimiert.

min.v :=v
min_t :=1
ifgl=1{
for all k € Fy[T'],deg(k) < deg(g) {
temp_v :=v + kv N/g
temp_v := temp_v % N;
if temp_v < min_v and ggT(1 + k N/g, N) =1 {
min_v := temp_v
min t := 1+ k N/g

}

}
s:=s *min_t
s=s %N

9. Schlussendlich ist noch zu beachten, dass wir ein s berechnet haben mit (su, sv) =
(ug,vp). Also miissen wir s noch invertieren:

s := inverse(s, N)
return [(u, min_v), s

Mit Hilfe von Algorithmus 1.31 ist es nun einfach, ein vollstéindiges und in obigem
Sinn sortiertes Reprisentantensystem von P(F,[T]/N) zu erzeugen. Dazu schreiben
wir einfach die kanonischen Vertreter von den Paaren (0,1) und (g,v) fiir alle g | N
und alle v € Fy[T'],deg(v) < N in eine Liste. Diese Liste sortieren wir anschlieend und
entfernen in einem Durchgang doppelte Eintrége.
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Einen kanonischen Vertreter (u,v) € P1(F,[T]/N) kénnen wir direkt nach SLo(F,[T])
liften. Dazu beachten wir, dass u ein Teiler von N ist und ggT (u,v, N) = 1 gilt, folglich
sind u und v teilerfremd. Wir schreiben dann 1 = zu + yv und erhalten die Matrix

(z vx) € SLy(F,[T]) als Lift von (u,v).

Bemerkung 1.32 Der Chinesischen Restsatz liefert eine Zerlegung

PL(F[T]/N) = | [P (F,[T]/p"?)
p|N

Damit kann man die Aufgabe noch einmal vereinfachen, da es relativ leicht ist, die
Elemente von P*(F,[T]/p"?) auf eine kanonische Art aufzuzihlen. Dies wurde allerdings
nicht implementiert, da die eingesparte Rechenzeit unwesentlich ist.

Mit Hilfe von Algorithmus 1.31 und dem konstruktiv aufgeschriebenen Beweis 1.22 ist
damit auch klar, wie wir zu einem gegebenen Element v € GLo(F,[T]) ein I'g(N)-
dquivalentes +' aus unserem Vertretersystem und eine Matrix ¢ € I'o(IN) finden mit

v =ty
1.7.2 T(N)

Wir haben in Satz 1.24 gezeigt, dass ein Repréasentantensystem von I'(N)\GLo(F,[T])
aus den Matrizen in

(% 1) staterym)

besteht. Die Berechnung des Représentantensystems wird nun kurz erklért. Der trick-
reiche Teil besteht darin, zu einer Matrix 4 € SLa(F[T]/N) eine Matrix v € SLa(F,[T1])
zu konstruieren mit v +— 4 beziiglich der Reduktions. Dies ist moglich, da die Abbildung
SLy(Fy[T]) — SLa(IF4[T']/N) surjektiv ist. Dafiir gebe ich an dieser Stelle einen kurzen
konstruktiven Beweis an, aus dem unmittelbar klar wird, wie man die Matrizen nach
SLa(F,[T]) liften kann.

Satz 1.33 Die Abbildung
p: SLo(Fy[T]) — SLa(F,[T]/N)
a b = a mod N b mod N
c d cmod N d mod N

st surjektiv.

BEWEIS: Seiy = (Z Z) in SLy(F,[T]/N) gegeben. Wir haben also Polynome a, b, c,d €

F,[T] mit ad — bc =1 mod N. Unser Ziel ist es, Polynome k,1,s,t € F,[T] so dass mit
a:=a+kN,V:=b+IN,d :=c+sN,d :=d+tN gilt a’'d — b = 1. Dann ist

(& o) e st

im Urbild von « unter p.
Dazu betrachten wir erst die untere Zeile. Da ggT(c,d) € (F,[T]/N)* ist, gilt
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ggT(c,d, N) = 1. Wir wollen s, t in F,[T] finden, so dass fiir ¢ := c+sN und d' := d+tN
gilt geT(c/,d") = 1. Wir unterscheiden zwei Fiille. Falls ¢ # 0 ist, dann setzen wir s = 0
und mit g := ggT(c,d) wihlen wir mit dem Chinesischen Restsatz ein t € F,[T], dass
die Kongruenzen

t=1mod p fiir plg
t=0 mod p fiir ptg,plc

16st. Man sieht dann unmittelbar, dass ggT(¢/,d’) = 1 gilt. Falls ¢ = 0 ist, so folgt aus
geT(c,d,N) =1, dass d # 0 gilt. Mit den Rollen von ¢ und d vertauscht finden wir dann
auf die gleiche Art wieder s und ¢ mit ggT(c¢+ sN,d+tN) = 1. In beiden Fillen kénnen
wir die untere Zeile liften.

Fiir die obere Zeile beachten wir, dass ad — bc = 1+ rN ist fiir ein r € Fy[T], da v €
SLo(Fy[T']/N) ist. Da ggT(c/,d') = 1 ist, finden wir mit dem Euklidschen Algorithmus
Polynome f,g € Fy[T] mit 1 = fc’ + gd’. Wir setzen dann k := —(r + at — bs)g und
l:=(r+at—bs)f. Es gilt dann

dd —vd =(a+kN)d —(b+IN) =ad + kNd —bd —IN =

ad + atN — bc — bsN + kNd' — INd = ad — bc + atN — bsN + kNd — INc =
14+ (r+at—>bs+kd —Id)N =1+ (r+at—bs— (r +at—bs)(gd + fc'))N =
1+ (r+at—bs—(r+at—>0s)1)N =1

! /

Also ist die Matrix (CCL, Z,) ein Lift von v nach SLy(IF4[7T]). =

Der Beweis war konstruktiv. Damit ist dann klar, wie wir das Reprisentantensystem
von I'(N)\GL2(IF4[T']) berechnen.

Um nun zu einer gegebenen Matrix v € GLy(F,[T]) eine I'(N)-dquivalente Matrix aus
det(y) 0

0 1
SLa(F,[T1]). Sei 7 := p(¥) die Matrix, die wir erhalten, indem wir die Eintréige modulo
N reduzieren. 7 ist dann in SLo(Fy[7T"]/N). Wir liften ¥ wie im Beweis von Satz 1.33 zu
einer Matrix x € SLy(F,[T]) Dann ist r - k die gesuchte I'(IV)-dquivalente Matrix zu ~
aus unserem abgespeicherten Vertretersystem.

unserem Vertretersystem zu finden, sei r := < ) Dann ist v := rt. Y €

Bemerkung 1.34 Im Beweis von Satz 1.33 bestand die Aufgabe darin, zu einem Paar
(c,d) mit ggT(c,d,N) =1 und c # 0 ein t € F,[T] zu finden, so dass ggT(c,d + tN) =
1 gilt. Dieses ¢ haben wir mit dem Chinesischen Restsatz konstruiert. Wenn es aus
Komplexitétsgriinden das Ziel ist, ein ¢t mit moéglichst kleinem Grad zu wahlen, so ist es
geschickter, dieses zufillig zu wihlen. Eine Aussage iiber ‘Primzahlen in Arithmetischer
Progression‘ suggeriert dann, dass nur wenige ¢t von kleinem Grad benétigt werden.
Dabei sollten Polynome bis zum Grad O(log,(Grad N)) ausreichen. Einen Beweis dafiir
haben wir nicht. In der Praxis funktioniert dieses Verfahren allerdings gut, meist sogar
mit ¢t = 1.
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1.7.3 Ty (N)

In Satz 1.25 haben wir gesehen, dass ein Représentantensystem von I'y (N)\GL2(F,[T])
isomorph ist zu

(I%; (f) {(c.d) € (F,[TI/NY? | ggT(c.d) = 1)

Zunichst iiberlegen wir uns wieder, wie wir ein Paar (c,d) € (F,[T]/N)? mit ggT(c,d) =
1 zu einer Matrix in SLy(F,[T]) liften konnen.

Dazu sei (c,d) ein solches Paar. Da ggT(c,d) = 1 in Fy[T]/N ist, ist ggT(c,d, N) = 1.
Wie im Beweis von Satz 1.33 finden wir auf kanonische Weise Polynome s,¢ in F,[T],
so dass fiir ¢ := ¢+ sN und d’ := d + tN gilt ggT(,d’) = 1. Zu einem solchen Paar
(¢,d") finden wir dann Polynome z,y € F,[T] mit 1 = z¢’ + yd'. Also ist die Matrix

(g df") € SLy(F,[T1).

Um zu einer gegeben Matrix v € GL2(F4[T]) eine I'1(IV)-Aquivalente Matrix aus dem
de%(v) (1)) . Von der Matrix
¥ :=r"1-v e SLy(F,[T]) nehmen wir die untere Zeile, reduzieren die Eintriige modulo
N und erhalten dann ein Tupel (c,d) € (F,[T]/N)? mit ggT(c,d) = 1. Dieses liften
wir auf eben beschrieben Weise zu einem Paar (¢/,d') € (F,[T])? mit ggT(c/,d') = 1
und ergénzen dieses Paar zu einer Matrix x € SLa(IF,[T']). Die Matrix r - £ ist dann die
gesuchte I' (V)-dquivalente Matrix zu v aus dem abgespeicherten Vertretersystem.

abgespeicherten Vertretersystem zu finden, sei wieder r := (

1.7.4 Laufzeiten

Sei I',, eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N mit n := deg(N) und sei

m := [GLa(F,[T]) : I',] die Zahl der Elemente im Vertretersystem. Um die Knoten
der Stufe 0 zu berechnen, brauchen wir nach Satz 1.26 weniger als #GLy(F,) -m? =
(¢*> —1)(g—1)q-m? viele Schritte. Um die Kanten zwischen 0 und 1 zu berechnen, brau-
chen wir weniger als (¢ — 1)2¢ - m? viele Schritte. Und um die Knoten und Kanten einer
Stufe 1 < i < N zu berechnen brauchen wir weniger als (¢ — 1)2¢**! - m? viele Schritte.
In der Praxis brauchen wir sogar deutlich weniger Schritte. SchliefSlich wissen wir, dass
Vertreter, die in einer Stufe i > 1 zusammengefallen sind, auch in den Stufen k > 4
zusammenfallen werden. Diese Vertreter konnen wir dann also aus dem Vertretersystem
rausnehmen. Weiterhin brauchen wir nicht in jeder Stufe alle m Vertreter paarweise mit-
einander vergleichen. Sobald wir wissen, dass zwei Vertreter zusammenfallen, brauchen
wir die restlichen Vertreter nur noch mit einem der beiden vergleichen. Eine geschickte

Implementierung spart hier also noch einmal deutlich Rechenzeit.

Fiir To(N) ist m < ¢" - 7(N) mit 7(N) := #{M € F,[T] mit M | N}. Fiir 'y (V) ist
m =~ (g —1) - ¢*" und fiir T(N) ist m ~ (¢ — 1)¢®". Bei den Gruppen I'(N) ist daher
schon fiir kleine ¢ schnell eine Komplexitét erreicht, die nicht mehr zu beherrschen ist.
Hier kénnen wir daher nur kleine Beispiele berechnen.

Fiir kleine g haben wir die Gruppen I'; (V) noch etwas besser unter Kontrolle. Allerdings
wichst auch hier mit wachsendem n die Komplexitéit sehr schnell an. Zum Beispiel fiir
g =4und N = T3 4+ T betriigt in der vorliegenden Implementierung die Rechenzeit auf
einem Intel Core Duo T2300 mit 1,66 GHz ungefihr 176 Minuten.

Die Gruppen I'g(N) haben wir noch am besten unter Kontrolle, hier wichst m in
Abhéngigkeit von n nicht ganz so rasant. Fiir ¢ = 2 konnen wir daher Beispiele bis
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zum Grad n = 10 berechnen. Auch fiir etwas gréssere g haben wir hier noch einige
Beispiele unter Kontrolle.

1.8 Motivation 1

Die Graphen I',\7 verraten einem wichtige arithmetische Eigenschaften der Gruppen
I',. Es ist zum Beispiel der Rang der grossten abelschen Faktorgruppe von I'y, gleich
dem Z-Rang der Homologie des Graphen I',\7. Genau gilt:

Satz 1.35 Es existiert ein Isomorphismus T'% /torsion =~ Hy(T',\T,7Z)

Bewels: Nach [Se, 1.5, Cor. 1] gilt I'y,/R =~ m(I',\7), wobei R die Gruppe (G | A €
X(T)) ist. Ein Matrix v € GLo(IF[T]) ldsst genau dann einen Knoten fix, wenn ~
endliche Ordnung hat. Seien I', ; die Elemente in I';, von endlicher Ordnung. Es ist also
(Tu/Tu,p)® = 7 (TN\T)® = Hy(T,\T, Z). Auerdem gilt T'% /torsion =~ (I'y/Ty. ). n
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2 Harmonische Kozykeln

In diesem Kapitel definieren wir den Vektorraum der harmonischen Kozykel und liefern
einen Algorithmus zum Bestimmen einer Basis dieses Vektorraums. Dieses Kapitel be-
ruht dabei auf der Arbeit [Tel] von J.T. Teitelbaum. Einige Resultate aus Abschnitt 2.3
finden sich auch wieder in [Se].

2.1 Kozykeln

Wir definieren harmonische Kozykeln als Funktionen auf den gerichteten Kanten des
Bruhat-Tits-Baums. Dazu bezeichnen wir fiir e € Y(7) mit e* die Kante e mit um-
gekehrter Orientierung. Fiir einen Knoten v € X(7') schreiben wir e — v falls v der
Endknoten von e ist. Sei V' (k) der Vektorraum der homogenen Polynome in 2 Variablen
X und Y vom Grad k — 1 iiber Kq,. Wir lassen GLy(K ) auf V (k) operieren durch

v () = (4 (F)

fiir v = (z Z) € GLy(Ky). Sei V(—=k) = Hom(V (k), Ky). Wir lassen GLo(K o) auf

V(—k) operieren durch gp(m) := (g~ 'm).

Definition 2.1 Sei M ein Vektorraum mit einer Operation der GLo(F,[T1), T, eine
der Kongruenzuntergruppen aus Definition 1.21.

(a) Eine Funktion c¢:Y (T) — M heisst M -wertiger harmonischer Kozykel, falls

(i) Fir alle Knoten v e X(T) gilt > c¢(e) = 0.

eV

(ii) c(e*) = —c(e) fir alle e € Y(T).

(b) Eine Funktion ¢ : Y(T) — M heifit T'y-equivariant, falls fir alle v € T, gilt
c(ve) = ~e(e)

(c) Sei Char(Ty, k) die Menge der Ty, -equivarianten harmonischen Kozykel mit Werten
in V(1 —k)® (det)>*.

Bemerkung 2.2 Cj,.(T'y, k) ist mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation
ein K -Vektorraum.

Definition 2.3 FEin harmonischer Kozykel ¢ heifst kuspidal beziiglich einer Kongruenz-
untergruppe Ty, falls es einen endlichen Teilgraphen V < TW,\T gibt mit c(e) = 0 fir
alle e ¢ Y (m 1(V)).

Als néchstes wollen wir zeigen, dass I'y-equivariante harmonische Kozykel mit Werten in
einem Vektorraum der Charakteristik p fiir Kongruenzuntergruppen I', kuspidal sind.
Hierzu brauchen wir noch ein Lemma iiber die Stabilisatoren von den Knoten in der
Standardgerade Ag > A — ...

Lemma 2.4 Sei I'y, eine Kongruenzuntergruppe, sei A; = [(Oyp @ 1" Oy )| ein Knoten
aus der Standardgerade. Sei U; = Stabr, (A;). Dann gilt:

(a) Fiir i hinreichend groff ist #U;/U;—1 = q.
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(b) In diesem Fall fiviert U;/U; 1 die Kante (A;, Aj+1) und operiert transitiv auf den
anderen q Kanten, die A; als Knoten haben.

BeEweEis: (a) Fir I', = I'(1) = GL2(F,4[T']) haben wir in Satz 1.17(b) die Stabilisatoren

der Knoten A; explizit ausgerechnet als Stabp)(A;) = G; = {(g b) | a,b ey, fe
Fo[T1], deg(f) < i} und es gilt #G;/G;1 = q.

Sei nun I'; eine beliebige Kongruenzuntergruppe. Nach Definition existiert dann ein

n € Fy[T] mit I'(n) € T'y. Es gilt U; = Stabr, (A;) = G; n T'y. Sei U] := Stabp, (Ay).
Fiir i > deg(n) gilt dann U] = G; nT'(n) = {(1 9 ) | deg(g) < @ —deg(n)}. Also

ist #U! = g8 und #U!/U! | = ¢'~ 98 Jgi~ 1~ deg( ) = q. Da Gi_1 - U; < G ist,
gilt G;/Gi-1 2 Gi—1 - U;j/Gi—1 = U;JU; n Gi—1 = U;/U;—1. Genauso gilt U{/U{,l c
U;/U;i—1 < G;/G;—1 und fiir i > deg(n) + 1 bekommen wir aufgrund der Kardinalitéiten
jeweils Gleichheit.

(b) In Satz 1.17(d) haben wir bereits gezeigt, dass G; die Kante (A;, A;;1) fixiert und
dass #G (Ai—1,A;) = qist. Da Gy_1-(Ai—1,A;) = (A1, A;) ist, ist also auch U;/U;_1 -
(Aic1, ) = Gi/Gi—1(Ai—1,A;) = q. Das heifit U;/U;_; operiert transitiv auf den Kanten
an A; von (A;, A;j;11) verschieden. n

Satz 2.5 Sei p = Char(Ky) und M ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit ei-
ner Operation der GLa(Fy[T']) tber einem Korper der Charakteristik p und sei Iy, eine
Kongruenzuntergruppe. Dann ist jeder M -wertige Iy -equivariante harmonische Kozykel
kuspidal.

BEWEIS: Sei w := eq,es,...,¢€,... eine Folge von Kanten in 7, die eine Spitze von I';,
reprasentieren, die also unter der Projektion 7 : 7 — I',\7 auf ein Ende des Graphen
I',\7 abgebildet werden. Sei ¢ ein M-wertiger I',-equivarianter harmonischer Kozykel.
Zu zeigen ist, dass c(e;) = 0 ist fiir ¢ gross genug,.

Wir betrachten zuerst die Spitze, die zu der Folge von Knoten Ag, A1, Ao, ... gehort,
also ist e; = (Aj—1, ;).

Sei U = Stabr, (w) und U; := Stabr, (e;). Es gilt also Uy S U € ... und | J;.nU; = U.
Sei M; := {m € M | ym = m fiir alle v € U;}. Aufgrund der I',-Equivarianz von c
gilt dann c(e;) € M;. Es ist M;,1 S M;, die M; bilden also eine absteigende Folge
von Untervektorrdumen in einem endlichdimensionalen Vektorraum, es gibt also ein
N, so dass fiir alle ¢ > N gilt M;,1 = M;. Sei j beliebig grofler als max(N,deg(n) +
1) (mit I'y, 2 T'(n)). Sei v; der Knoten, der die Kanten e;_; und e; verbindet. Also
ist Uj_1 < U; < Stabr,(v;) und nach Lemma 2.4 ist #U;/U;_1 = q und U;/U;_
operiert transitiv auf den ¢ Kanten ungleich e;_;, die an v; angrenzen. Sei {v1,...,v,}
ein Représentantensystem von U;/U;_1. Da ¢ harmonisch ist gilt dann

Z ’7z€j 1 272 cl€j— 1

1 cly— equlvanant
Z:

clej—1) = qe(ej—1) = 0

Ingh

C(ejfl)GMjfliMj

1=

Also ist c(ej) = 0 fiir alle j > N.
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Sei nun W := €,€5,... eine Folge von Kanten in 7, die eine beliebige Spitze in Iy,
reprisentieren. Da GLo(IF,[7T']) transitiv auf den Spitzen operiert, gibt es ein

v € GLy(F,[T]) mit yw = @, also existiert ein N mit ve; = & fiir i > N. Wir definieren
nun ¢: 7 — M : é(0) := vy Le(y - o).

¢ ist dann ein harmonischer Kozykel fiir die Kongruenzuntergruppe v~ 'T',v: Die Har-
monizitit folgt unmittelbar aus der Harmonizitit von c. Fiir die y~'T',y-Equivarianz:
Sei v € v~ Ty, also a = v~ 1By mit 8 € I'y,. Dann gilt:

éao) =&y 'Byo) = te(yy 1Byo) = v Be(vo) = v By e(yo) = aé(o)

Es gibt also ein N € N mit é(e;) = 0 fiir j > N. Also 0 = &(ej) = v te(yej). Fiir
j > max(N, N) gilt dann v~ '¢(&;) = 0, also ¢(é;) = 0.

Da nach Bemerkung 1.27 I',\7 ein endlicher Teilgraph mit endlich vielen Spitzen ist,
und wir gezeigt haben, dass ¢ auf allen Spitzen verschwindet, folgt die Behauptung.

|

Bemerkung 2.6 Der Beweis von Satz 2.5 macht keine Verwendung des expliziten Ko-
zykels. Wir haben also gezeigt, dass ein endlicher Bereich von I',\7 existiert, so dass
fiir alle harmonischen Kozykel ¢ gilt c(e) = 0 fiir alle e ¢ Y (7 (V). Insbesondere gilt
dimC’har(Fu,k) < Q0.

2.2 Stabile Knoten

Bevor wir zu einem Algorithmus zum Bestimmen der harmonsichen Kozykel kommen,
miissen wir erst die Struktur des Quotientengraphen I',\7 besser verstehen. Hierzu
fiihren wir den Begriff ,I';-stabil“ ein, und werden untersuchen, wie der Bereich des
Quotientengraphen, der aus stabilen Knoten besteht, aussieht.

Definition 2.7 Sei I, eine Kongruenzuntergruppe der GLo(F,[T]). Ein Knoten x €
X(T) (bzw eine Kante y € Y (T)) heifit T'y-stabil, falls Stabr, (z) = {1}
(bzw. Stabr, (y) = {1}) ist.

Sei 7o := T, der Teilgraph von 7, der aus den I',-instabilen Knoten und Kanten
besteht und sei Sy = X(7) — X(Z) bzw. S1 =Y (7) — Y (7).

Da die Stabilisatoren der Knoten bzw. Kanten in Sy bzw. S; trivial sind, operiert I',, frei
auf Sp bzw. Si. Also sind die Z[I',]-Modulen Lo = Z[Sy] bzw. L; = Z[S;] freie Moduln
vom Rang Iy := #(I',\So) bzw. I := #(I',\S1).

Satz 2.8 Die Zahlen ly bzw. 11 sind endlich.

BeEwEIs: Fiir [y ist zu zeigen, dass im Quotientengraph I',\7 nur endlich viele stabi-
le Knoten sind. Nach Bemerkung 1.27 besteht der Graph I',\7 aus einem endlichen
Graphen plus einer endlichen Anzahl von Spitzen. Fiir die Spitze, die durch die Stan-
dardgerade Ay — A1 — Ay — ... reprisentiert wird, gibt es nach Lemma 2.4 ein N € N,
so dass fiir alle ¢ > N gilt ﬁ%ﬂ% = ¢, also auf jeden Fall Stabr, (A;) > {1}.

Fiir eine beliebige Spitze w = ej,eq,e3,... finden wir wie im Beweis zu Satz 2.5 ein
v € GL2(Fy[T]) mit yw = w, also e; = yA; und (e, €i41) = (Aj, Aj41) fiir alle i > N
fiir ein N € N. Es ist dann Stabr, (e;) = Stabr, (yA;) = 7 Stabr, (A;)y~!, also sind die
Stabilisatoren Stabr, (e;) und Stabp, (A;) ab einem N € N gleichméchtig.

Insgesamt haben wir also nur endlich viele Knoten in I";,\:Sp.



2 HARMONISCHE KOZYKELN 29

Fiir 1; geht der Beweis analog, da fiir die Standardgerade gilt Stabr, ((As, Air1)) =
L'y 0 Stabar,, (7)) ((Ai, Ai1)) = T'u 0 Stabgr, v, (7)) (Ai) N Stabar, g, 7)) (Aiv1) = Tu 0
Stabgr,r,r)(Ai) = Stabr, (A;) und fiir eine beliebige Spitze finden wir wieder ein
N € N, so dass fiir alle i > N die Stabilisatoren Stabr, ((e;, €;+1)) und Stabr, ((Ai, Ait+1))
gleichméchtig sind.

Wir haben also auch nur endlich viele Knoten in T',\S;. =

Als erstes wollen wir bemerken, dass es fiir die Gruppen I'g(NV) iiber F, mit ¢ > 2 keine
stabilen Knoten und Kanten gibt. Fiir ¢ > 2 und ¢ # 2" ist zum Beispiel die Matrix A :=

(g (2)) in Tg(IN). Fiir jedes Oy-Gitter von K2 gilt aber, dass man durch Multiplikation

mit Skalaren in der selben Gitterklasse bleibt. Also ist (3 (2)) € Stabr,(n)(z) fiir alle

r € X(T). Fiir eine Kante y € Y(T) gilt Stabr ) (y) = Stabp, ) (z1) N Stabp vy (z2)
fiir 1 und x2 die beiden an y angrenzenden Knoten, also gilt auch A € Stabp(n)(y).
Also sind alle Kanten und Knoten instabil.

&0

Fiir ¢ = 2",r > 2 funktioniert das selbe Argument mit der Matrix (0 ¢

und & # 1.

Fiir ¢ = 2 funktioniert dieses Argument natiirlich nicht, da wir in diesem Fall keine
nicht-trivialen Skalarmatrizen in der GLy(IF4[7']) haben.

Die Struktur des stabilen Bereichs im Quotientengraphen in den iibrigen Fillen, also fiir
die Gruppen I'(N),I'1 (V) und fiir ¢ = 2,T'9(N), werden wir im Abschnitt 2.4 genauer
untersuchen.

),mitgelﬁ‘g

Bemerkung 2.9 Sei v € X(7) ein I'-stabiler Knoten. Dann sind die ¢ + 1 Kanten
(v,v1),...(v,v441) in Y(T), die v als einen Knoten haben, ebenfalls I'-stabil.

Bewels: Es ist Stabr((v,v;)) = Stabp(v) n Stabr(v;) = {1} n Stabr(v;) = {1}. =

Der folgende Satz zeigt, dass fiir einen stabilen Knoten die Projektion 7 : 7 — T'\T
lokal eine Bijektion ist.

Satz 2.10 Sei I' eine Untergruppe der GLo(IF4[T]). Dann gilt: Falls v e X(7T) ein I'-
stabiler Knoten ist, hat v € X(I'\T) im Quotientengraphen genau q + 1 angrenzende
Kanten.

BEWEIS: Seien (v,v1), (v,v2),...(v,v4+1) die ¢ + 1 Kanten an v. Angenommen, zwei
Kanten (v,v;), (v,v;) fallen in I'\7" zusammen. Dann existiert ein v € I' mit y(v,v;) =
v(v,v;). Da I" nach Vorraussetzung in GLo(F,[T]) war, erhélt I' nach Korollar 1.14 die
Orientierung der Kanten. Also muss dann yv = v und yv; = v; gelten, also v € Stabr(v).
Wegen der I'-Stabilitdt von v folgt somit vy =1und i =7j. n

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht. Sei ¢ # 2 und I = I'g (V). Wir
haben bereits gesehen, dass wir in diesem Fall wegen der Anwesenheit von Skalarma-
trizen keine stabilen Knoten haben. Fiir die meisten N gibt es aber etliche Knoten in
X(7), die in T'g(N)\7 genau g + 1 Nachbarn haben. Abbildung 4 zum Beispiel zeigt
den Graph I'o(T = (T2 + 1))\7 fiir F, = 3.

Auch wenn wir ausschliefen, dass die Gruppe I' nicht-triviale Skalarmatrizen besitzt,
oder wenn wir voraussetzen, dass I' fiir alle [ mit ggT(l, Char(Ky)) = 1 [-torsionsfrei
ist, gilt die Umkehrung nicht. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel:
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’/0 ® >
\

\o—>
<

Abbildung 4: Der Quotientengraph von I'o(T # (T2 + 1))\7 fiir k = F3

Beispiel 2.11 Sei ¢ = 2 und
I':= {y e GL(F,[T]) | 3a € Fy mit v = ((1) (11> mod T3}.
Lemma 2.17 zeigt, dass I" als Untergruppe von I'; () I-torsionsfrei ist fiir ggT(1,2) = 1.

Wir betrachten die Umgebung des Knotens Ay = [(Op @ Oxm2)]. Ao entspricht also

der Matrix ((1) 7T02 ) Die drei Nachbarknoten zu As in 7 entsprechen den Knoten Aq
e 0]

und As und einem weiteren Knoten gegeben durch die Matrizen <1 0 >, <1 0 )

0 7o 0 w3
T 1
und(éo Wgo)

3
Fiir ein v = <(1) @ +1T n) e I gilt dann:

1L a+T3n\ (1 0 (1 73a+7m3T3n\ (1 73a+n
0 1 0 73 ) \0 3 —\o0 73
L a+T3n\ (1 0 (1 7pa+7T3n (1 7wa+T?n
0 1 0 7m) \O Too —\o Teo

1 a+T3n\ (16 1\ (70 l+ard +72T30\ (70 l4+ari +Tn
0 1 0 72) \0 Too 0 2

Wir erhalten jeweils andere Basen fiir die selben Gitter, I' kann also keines der 3 Gitter
miteinander identifizieren. Wir haben also gezeigt, dass in I'\7 das Gitter Ay ebenfalls
3 Nachbarknoten hat.

Der Knoten As ist allerdings instabil, denn der Stabilisator eines Knotens A; aus der
Standardbasis berechnet sich zu

1
Iy = Stabr(A) = T Stabor,e,ry(8) = Do (g 1) [ dests) < 1)
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c1y>|aqu} fiir i <2

a+T3n

{ 1

S = O =

) ‘aeFy,nelFy|T] deg(n) <i—3} firi>3

Insgesamt sehen wir also, dass die Umkehrung von Satz 2.10 in diesem speziellen Fall
nicht gilt.

2.3 Euler-Poincaré-Charakteristik

Die Euler-Poincaré-Charakteristik ist ein Hilfsmittel zur Uberpriifung der Ergebnisse fiir
die Quotientengraphen von [-torsionsfreien Untergruppen G' der GLy(FF,[T]). Satz 2.15
und Satz 2.23 liefern zwei verschiedene Verfahren, um die Euler-Poincaré-Charakteristik
zu berechnen. Einmal iiber den Index von G in GLy(FF,[T]) und einmal durch Abzéhlen
von stabilen Knoten und Kanten im Quotientengraph von G\7 .

Definition 2.12 Sei I, eine Kongruenzuntergruppe der GLo(Fy[T']) von endlichem In-

dex. Dann definieren wir die Euler-Poincaré-Charakteristik von Ty als

1 1
NUEEEDY )m_ 2. )#STm(y)

xzeX (T \T yeY (I'u\T

Als erstes iiberlegen wir, dass die beiden Summen konvergieren. Hierzu zeigen wir, dass
es sich bei den Summen um geometrische Reihen handelt, zumindest sobald wir an einer
Spitze des Qoutientengraphen weit genug nach Unendlich gegangen sind.

Lemma 2.13 Fir ', eine Kongruenzuntergruppe der GLo(F4[T]) sind die Reihen

1
Z ) # Stabr, (z)

zeX(Tu\T
und
Z 1
ey {tn) # Stabr.(v)
konvergent.

BeEwEIs: Nach Bemerkung 1.27 besteht der Graph I',\7 aus einem endlichen zusam-
menhéngenden Gebiet plus einer endlichen Anzahl von Spitzen. Es ist also fiir eine be-

liebige Spitze, die durch einen Pfad w = eg, e1,es,€e3,... repriasentiert wird, zu zeigen,
dass
i 1
&, # Stabr, (e;)
und
i 1
& #Stabr, (e, €i+1))

konvergieren
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Fiir die Spitze, die zu der Standardgerade w = Ag, A1, As, As,... gehort, wissen wir
nach Lemma 2.4, dass es ein N € N gibt, so dass fiir alle i > N gilt

# Stabp, (Aiy1) _
7 Stabr, (Ay)

Also konvergiert die Reihe

2 #Stabpu )

Fiiri > 1 gilt Stabr, ((As, Aj+1)) = StabGLZ(Fq[T])((Ai,Ai+1))ﬂfu = Stabgr, (r,[7]) (A:) N
I'y, = Stabr, (A;). Also konvergiert auch die Reihe

1
;) # Stabr, ((As, Aiy1))

Fiir eine beliebige Spitze w = ey, eq,€e3,... finden wir wie im Beweis zu Satz 2.5 ein
v € GL2(Fy[T]) mit yw = w, also e; = yA; und (e, €41) = (A, Aj41) fiir alle i > N
fiir ein N € N. Es ist dann Stabr, (e;) = Stabr, (yA;) = v Stabp, (A;)y !, also sind die
Stabilisatoren Stabr, (e;) und Stabr, (A;) ab einem N € N gleichméchtig und also auch
die Reihe

1
;) # Stabr, (e;)

konvergent.
Analog gilt # Stabr, ((e;, ;1)) = # Stabp, ((A;, Aj+1)) ab einem N € N, und also kon-
vergiert auch die Reihe

Z #Stabru (Ai,Az’+1))
|

Die Euler-Poincaré-Charakteristik von GL2(F,[T']) kénnen wir leicht direkt berechnen.

Satz 2.14 x(GLy(F,[T])) = —m
BEWEIS: Nach Satz 1.19 gilt GLa(F,[T)\7 = Ao — Ay —» Ay — .... Nach Satz 1.17
ist Stabgr, (r,[77) ((Ai; Ait1) = Stabgr,w, ) (Ai) fiir ¢ > 1. Also heben sich bis auf den
Anteil zwischen 0 und 1 sdmtliche Summanden gegeinander auf.
Ebenfalls nach Satz 1.17 ist

1 1 1

# Stabar,m, ) (ho)  #GLa(Fy) (¢~ 1)(¢® —q)

und

1 1
# Stabar, @, (1)) (Ao, A1) (¢ —1)%q

Insgesamt ist also

1 1 q—1 @1
MGl = o = " 7 T @D - 1 @ - Da- 1%
¢—1-¢+1 (g —1) 1

(@112  (@-D@-1% (@—1(g—1)
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Der folgende Satz liefert ein sehr niitzliches Hilfsmittel, um die Euler-Poincaré- Charak-
teristik einer Untergruppe der GLg(F,[T']) zu berechnen.

Satz 2.15 Sei G' < G eine Untergruppe. Dann ist x(G') = x(G) - (G : G').

Der Graph G\7 wird von G'\T iiberlagert. Fiir einen Knoten bzw. eine Kante [e] von
G\T bezeichne {[¢’] — [e]} die Menge der Knoten bzw. Kanten in G'\7, die beziiglich
der Uberlagerung nach [e] projiziert werden. Der Beweis des Satzes erinnert an den Satz
von Hurwitz fiir Uberlagerungen von kompakten Riemannschen Flichen. Bevor wir ihn
beweisen konnen, brauchen wir noch ein Lemma. Genau wie beim Satz von Hurwitz
werden wir das Verhalten der Stabilisatoren in der Uberlagerung des Quotientengraphen
G\T lokal an einem Knoten beziehungsweise einer Kante untersuchen.

Lemma 2.16 Sei G' € G eine Untergruppe. Dann gilt

2 1 (eRxed
# Staber ([¢']) — # Stabe([e])

}—)[E

fir alle [e] € X(G\T) bzw. |e] € Y(G\T).

BEWEIS: Sei [e] € X(G\T) bzw. [e] € Y(G\T) beliebig. Sei G. := Stabg([e]) der
Stabilisator von [e] in G. Wir lassen G, auf G'\G durch (g, G'y) — (G'~g) operieren. Sei
A, - - -0 ein Vertretersystem der Bahnen von G, in G'\G. Nach der Bahnengleichung
gilt dann

(G:G") = #G"\G = ESt abe 7 =: (%)

Es ist Stabg, 7 = {9 € G. | G'yg e G'v} = {9 € G. | vg e G'v} ={g€ G. | g €
VG =Gy 0 G
Also ist

R #G.
B Z #(Ge N ’771G,7)

i=1
Es folgt

(G:G) ¢ 1 RS 1 B
# Stabg([e]) 2 #(Geny71Gy) 2 #(1Gy 1 NG

i=1 =1
- 1
- Z A Sea) - 2 F b (e~ )

Wir erhalten die Knoten (bzw. Kanten) aus G'\7, die iiber einem Knoten (bzw. einer
Kante) [e] aus G\T liegen, indem wir fiir ein Repriisentantensystem {71, ...v,} von G'\G
die Knoten [v;e] nehmen und zwei Knoten [v;e] und [y;e] miteinander identifizieren, falls
%6’7;1 € Stabg([e]) liegt. Es gilt also

1 1
L Fwbal@) ., Fwad - )

'] VEG\G/Ge
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BEWEIS Satz 2.15: Durch Aufsplitten der Summen erhalten wir

N 1 L
XG = Y Zmmes T D ZSmbew)

2eX(G'\T) yeY (GN\T)
2€X(G\T) &'~z # StabG/( ) YeY (G\T) y' oy # StabG’

(G: G (G: G ,
- e = (G Gx(@
Lemma 2.16 %\T # Stab(;( ) EY(ZC;‘\T) # StabG (y) ( )X( )

Wir wollen zeigen, dass die Euler-Poincaré-Charakteristik von I'(/V) und von I'y (V) fiir
N # 1 eine ganze Zahl kleiner Null ist. Dafiir brauchen wir noch zwei Lemmata.

Lemma 2.17 Die Untergruppen I'(N) und I't(N) in GLa(Fy[T']) mit deg(N) > 1 sind
l-torsionsfrei fir alle Primzahlen | # Char(F,).

BEWEIS: Wir beweisen die Aussage erst fiir I'(/V). Sei p ein Primteiler von N, dann gilt
I'(N) € I'(p). Wir kénnen also oBdA annehmen, dass N = p prim ist. Sei also 7 ein
Element in T'(p) mit 4/ = 1. Sei p = (p).

Wir zeigen zunichst, dass aus v = 1 mod p* auch v = 1 mod p*¥*! folgt. Dazu fassen
wir A = F4[T] als Unterring der Vervollsténdigung Ap auf.

Sei also v = 1 mod p*. Dann ist v = 1 + p*M mit M € GLy(F,[T]) beliebig. Es gilt
dann

1=7 1+p Zl:()

=0
Also

l
EZ() (P M) =1+ 1p* M mod pF+!

Da [ teilerfremd zur Charakteristik war, ist [ eine Einheit in flp, also folgt M =0 mod p
und somit v = 1 mod p**L.

Aus v € T'(p) folgt nun, dass v =1 mod p ist. Nach Obigem folgt dann iiber Induktion,
dass v = 1 mod p" ist fiir alle k. Wegen (Mpen p™ = {0} folgt v = 1.

Fiir die I'y (IV) beachten wir, dass I'(V) als Kern des Homomorphismus
¢ : GLa(F,[T']) — GL2(F,[T']/(IN)) ein Normalteiler in GLy(F,[T']) ist, und somit auch
in Fl(N)
DaI'1(N)/I'(N) = F,[T]/(N) ist, gilt (I'1(N) : T'(N)) = ¢".
Sei v € I'1(N) mit ¢ = 1. Dann gilt fiir ¥ € [ (N)/T'(N) auch 4! =41 =1 = 1.
Da der Index (I'y (V) : I'(N)) = ¢™ ist, ist I'1 (V) /T'(IV) eine p-Gruppe. Also folgt 4 = 1,
oder mit anderen Worten v € I'(N). Wie oben folgt dann, dass v = 1 gelten muss.
|
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Bemerkung 2.18 Fiir ¢ # 2 und [ # Char(F,) ist I'g(N) nicht notwendigerweise [-
torsionsfrei. Als Beispiel kann man eine Skalarmatrix v = <8 2) mit a,b € F; nehmen.

Es gilt dann v¢~! = 1. Fiir | einen Primteiler von ¢ — 1 gilt dann [ # Char(F,) und

q

(T = 1.

Das folgende Lemma ist eine Ubungsaufgabe aus [Se, 11.2.3]:

Lemma 2.19 Sei G eine Untergruppe der GLo(F,[T), die l-torsionsfrei ist fiir alle
| # Char(F,). Dann teilt (¢ — 1)(¢*> — 1) den Index (GLa(F,[T]) : G).

BEWEIS: Sei ¢ = p". Wir lassen die Gruppe GL2(F,) auf GL(F4[T])/G operieren
durch (v, 9G) — v9G. Sei [g] € GLo(F,[T])/G beliebig. Es ist StabGLQ(]Fq)([ ) ={ye
GLa2(F,) | vg € gG} = {y € GLa(F,) | v € gGg '} = GLa(F,) n gGg~!, also eine
[-torsionsfreie Untergruppe der GLa(F,). Sei v € Stabqr,r,)([g]) beliebig. Es gilt dann
ord(y) | ord(GLa(F,)) = (¢—1)g(g® — 1), wegen der [-Torsionsfreiheit gilt also ord(7y) | ¢.
Insgesamt haben also alle Elemente in Stabgy,(r,)([g]) eine p-Potenz als Ordnung, also
ist Stabgr,(r,)([g]) eine p-Gruppe.

Nach der Bahnengleichung gilt dann fiir gy, ..., g, ein Vertretersystem der Bahnen der
GL2(F,) in GL2(F,[T1])/G:

n

(GLa(F,[T1) : G) = #(GLa(F,[T])/G) = Y (GLa2(F,) : Stabgr,r,)(l9:]) =

i=1
Zn] #GLo(F Zn: q— 1)( q —1)g
StabGL2(]Fq) i1

n

Z g @ - p" " =(g- D@D
=1

i=1
Also teilt (¢ — 1)(¢® — 1) den Index (GLo(F,[T]) : G).

Korollar 2.20 Fir alle I-torsionsfreien Untergruppen der GLo(F4[T]), also auch fir
die Gruppen I'1(N) und T'(N), ist die Euler-Poincaré-Charakteristik eine negative ganze
Zahl.

BEWEIS: Nach Satz 2.15 gilt fiir eine Untergruppe G der GLy(F,[T]) fiir die Euler-
Poincaré-Charakteristik x(G) = x(GL2(F,[T]) - (GL2(F4[T]) : G) = —m .
(GLy(F,[T]) : G). Nach Lemma 2.19 teilt (¢ —1)(¢? — 1) den Index einer [-torsionsfreien
Untergruppe in GLy(F,[T]), also kiirzt sich der Nenner raus und wir erhalten eine ne-
gative ganze Zahl. n
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Der niichste Satz liefert den Zusammenhang der Euler-Poincaré-Charakteristik mit dem
Quotientengraph G\7. Wir kénnen fiir [-torsionsfreie Gruppen die Euler-Poincaré-
Charakteristik interpretieren als die Zahl der stabilen Knoten minus der Zahl der stabilen
Kanten im Quotientengraphen, also kénnen wir sie im wesentlichen durch Abzéihlen von
Knoten und Kanten im Quotientengraph berechnen. Die Euler-Poincaré-Charakteristik
ist also in der Tat niitzlich. Bevor wir den Satz beweisen, brauchen wir noch ein kleines
Lemma:

Lemma 2.21 Sei V = K2 und G € GL(V) eine nicht-triviale endliche p-Gruppe mit
p = Char(Ky). Dann fiziert G genau eine Gerade D, € P (Ky).

BEWEIS: Wir zeigen zunéichst, dass G nicht mehr als eine Gerade fixiert. Angenommen,
G fixiert die Geraden D, und D,, sei dann {e,, e, } eine Basis von V, so dass {(e;) = D,
und {ey;) = D,. Sei s € G. Da sD, = D,, folgt, dass die Darstellungsmatrix von s

g

beziiglich {e,,e,} von der Form (3 5) ist. Da sD, = D,, muss die Darstellungsmatrix

g) sein. Also ist s beziiglich

von s beziiglich der gleichen Basis von der Form (a

{ex, ey} eine Diagonalmatrix ((g 3) Da G eine endliche p-Gruppe ist, folgt dann,
m o™

dass 1 = sP = ( 0

deg(a) = 0, also o € F;. Also gilt ord(e) | ord(F;) = ¢ — 1 = p” — 1. Da auch " =1

ist, folgt ord(a) | ggT(p™,p™ — 1) = 1, also gilt @ = 1. Genauso folgt v = 1, also gilt

s =1 fiir alle s € G, wass ein Widerspruch zu G nicht-trivial ist.

Bleibt noch zu zeigen, dass G mindestens eine Gerade in P!(K,) fixiert.

Da G eine p-Gruppe ist, existiert ein s € C'(G) \ {e}. Betrachte {e} < (s) € G. Da (s)

x) (die

1
0 1

ng) ist fiir ein m € N. Da 0 = deg(a?") = p" - deg(a) folgt

eine endliche p-Gruppe ist, ist s konjugiert zu einem Element der Form

Jordan-Normalform von s). Also ist V< =~ K.
Da s(gv) = gsv = gv fiir alle g € G,v € V<, operiert G/(s) auf V< = K. Da aber
Endg, (Ky) = K kein Element der Ordnung p enthélt, ist die Operation trivial. Also
wird die Gerade Dy := V< von ganz G fixiert.

|

Korollar 2.22 Seil', eine [-torsionsfreie Untergruppe von GLg(F,[T]). Dann existiert
zu jedem instabilen Knoten e der Stufe i > 1 ein eindeutiges Ende w des Graphen T mit
e als Startknoten und Stabp, (e) € Stabp, (w). Dieser Pfad liegt komplett im instabilen
Bereich von T und enthdlt keinen Knoten der Stufe 0.

BEWEIS: Sei e = y(A;, Aj11) mit v € GLy(F,[T]) und sei G := Stabr, (e). Dann ist G
eine endliche nicht-triviale p-Gruppe. G fixiert also nach Lemma 2.21 genau eine Gerade
in P}(F,). Nach Bemerkung 1.7 entsprechen die Enden von 7 bijektiv P1(F,). G fixiert
also genau ein Ende b, von 7. Sei w = e — e; — ea — ... der zugehorige Pfad. Da G das
Ende b, fixiert, liegt der Pfad w komplett im instablien Bereich von 74,. Angenommen,
be enthilt einen Knoten der Stufe 0. Sei e, die Kante v(Ag, Agy1). Dann fixiert G sowohl
das Ende b, als auch das zum Pfad w = ¢; — €;.1 — €;4.9 — ... gehorende Ende l;e.
Da @ nur Knoten der Stufe k > i enthilt, gilt b, # b.. Dies ist ein Widerspruch zur
Eindeutigkeit aus Lemma 2.21. g



2 HARMONISCHE KOZYKELN 37

Satz 2.23 Sei G [-torsionsfrei. Dann ist x(G) = lo — 1, wobei lg und ly die natirlichen
Zahlen aus Definition 2.7 sind.

BEwWEIS: Wir konnen die Summe

1 1
NUNEEEDY )m_ 2. )#STm(y)

xzeX (T \T yeY (I'u\T

zerlegen als

! 1
XTu) = ) | # Stabr, (@) 2 #Stabr, (y)

2e€X (Tu\Tx yeY (Tw\7y)

1 1
+ Y e Y e
2€X (T\So) # Stabrp, () VEY TS # Stabr, (v)
Fiir x € X(T',\So) (bzw. fiir y € Y/(I',\S1)) gilt Stabr, (x) = {1} (bzw. Stabr, (y) = {1}).
Also ist

1 1
e Y e = #T\So - #D\S1 =l — Iy
X (To\S0) # Stabr,, () YeY (A1) # Stabr, ()

Wir miissen also nur noch zeigen, dass

1 1
xeX(FZu\TI) # Stabrp, (z) er(FZu\TL) # Stabr, (v) 0
ist.

Sei x € X(7%). Dann ist Stabp, (z) eine nicht-triviale, endliche Untergruppe von T',,.
Da T', nach Voraussetzung [-torsionsfrei war, ist Stabr, (z) eine p-Gruppe in T, <
GL2(F4[T]) € GL2(K ). Nach Lemma 2.21 fixiert Stabr, (x) dann genau eine Gerade
D, € P'(Ky). Nach Bemerkung 1.7 fixiert Stabr, () also genau ein Ende b, des Gra-
phen 7. Sei w = x — 1 = zg — ... der zu b, gehdrende Pfad. Da Stabr,(z) den
gesamten Pfad fixiert, ist w ein Pfad in 75. Wir konnen nun dem Knoten = € 74
die Kante (x,z;) zuordnen. Es ist Stabr, (x) 2 Stabr,((x,z1)). Aber es gilt auch
Stabr, (z) < Stabr,((x,z1)), da Stabr,(z) den gesamten Pfad w fixiert. Also gilt
Stabr, (z) = Stabr, ((z, 1)) und somit #Staéru(x) - #Stabri((l‘,xl)) = 0.

Die Zuordnung z — (x, 1) ist aber bijektiv. Denn sei (x1, z2) eine beliebige Kante in 7g,.
Dann ist Stabr, wieder eine nicht-triviale endliche p-Gruppe, fixiert nach Lemma 2.21
(z1,22)

also genau ein Ende b, ;,). Sel w = x; ro — w3 — ... der eindeutige kiirzeste
Pfad ohne Zuriicklaufen, der zu b(,, ,,) gehért und die Gerade (71,z2) enthélt. Dann
koénnen wir der Gerade (z1,z2) den Knoten x; zuordnen, also den Anfangsknoten des
Pfades w. Die Zuordnung = — (z,x1) ist also bijektiv und somit ist

1 1
2 | # Stabr., (x) - | #Stabr, (y) =0

2€X (Tu\Tx yeY (Tu\Tx
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(1,3,4,5)
¢  Sand
(2) :
o o o—>
v v v v
° 0 0 0 o>

Abbildung 5: Der Quotientengraph von I'g(7? + T + 1)\7 fiir k = Fy

Dass die Bedingung I-torsionsfrei wichtig ist, sehen wir an dem Beispiel ['o(T?+7 +1)\7,
siehe Abbildung 5

Beispiel 2.24 Ein Vertretersystem von o(T? + T + 1)\GLo(F2[T]) ist P1(Fo[T]/(T? +
T + 1)), also die fiinf Tupel (1,0),(0,1),(1,1), (7,1) und (7 + 1,1). Diese Ergénzen wir
zu Matrizen

o (0 1Y (L Oy, (L Oy, _(LOy _(1 0
= \1 0/ \o 1/ \1 1)\ 1) \T+1 1

In Abbildung 5 sind die zu den verschiedenen Vertretern gehérenden Knoten und Kanten
entsprechend beschriftet. Fiir den isoliert liegenden Knoten s4Ag der Stufe 0 rechnet man
jetzt nach, dass fiir den Stabilisator I's, := Stabr (2 1741)(s40) gilt:

Is, = PO(T2 + T + 1) N S4GL2(F2)SZl

_{1 0 T+1 1 T 1 |
W 1)\ T2+T+1 T)\T?+T+1 T+1

Die Knoten in 7 {iber s4A( sind also instabile Knoten, deren Stabilisatoren konjugiert
zu einer 3-Gruppe in To(T? + T + 1) sind.

Ebenso rechnet man nach, dass der Stabilisator von s4A; trivial ist. Die Knoten iiber
saAq sind also stabil und ein Knoten in 7 iiber s4Ag hat nur stabile Nachbarknoten.
Wir finden hier also keinen Pfad nach unendlich, der nur aus instabilen Knoten besteht.

Als Beispiele fiir die Anwendung des Satzes konnen wir uns die Graphen von I'ty (T)\7
und I'(T")\7 ansehen.

Beispiel 2.25 Fiir die I';(T') ist ein Représentantensystem von I'y(7') in GLo(F,[T7)

nach Satz 1.25 gegeben durch {(Cg (1)) (c,d) [, € Fy, (c,d) € Fo[T]/(T),geT(c,d) = 1},

also durch {(Cg (1)) (c,d) | aeFy,(c,d) € Fg ~ (0,0)}. Insgesamt haben wir also genau
(¢ —1)(¢* — 1) Elemente im Vertretersystem, also ist die Euler-Poincare-Charakteristik
der I'y(T') = —1. Dies passt dazu, dass wir keine stabilen Knoten und genau eine stabile

Kante in der Stufe (0,1) haben. In Abbildung 6 ist die stabile Kante fett eingezeichnet.
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\o >

Abbildung 6: Der Quotientengraph von I't (T)\7

® >
o >
® >
® >
( >

Abbildung 7: Der Quotientengraph von I'(T')\7 fiir k = Fy

Beispiel 2.26 Fiir die I'(T") ist nach Satz 1.24 ein Représentantensystem von I'(T")
in GLo(F,[T]) gegeben durch {(3 (1)) SLo(F,[T]/(T)) | o € Fy}, also durch (g —
1)#SLy(F,) viele Elemente. Da SLy(F,) genau (¢? —1)q Elemente hat, berechnet sich die
Euler-Poincare-Characteristik von I'(T") zu —q. In der Tat haben wir hier einen stabilen
Knoten und ¢ + 1 stabile Kanten, siehe Abbildung 7.

2.4 Die Struktur des Quotientengraphen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Struktur des Quotientengraphen von I',\7 fiir
I'y, eine der Gruppen I'(V), I'i (V) und I'g(N) (letzteres nur im Fall ¢ = 2). Insbe-
sondere kldren wir die lokale Struktur in der Néhe von Knoten des Quotientengraphen
komplett. Dabei wurden die Gruppen I'o(N) schon in [No] von U. Nonnengardt un-
tersucht und die lokale Struktur geklédrt. Allerdings verwendet Nonnengardt dort einen
anderen Begriff von Stabilitdt und zeigt insbesondere auch nicht, dass der stabile Be-
reich des Quotientengraphen zusammenhéngend ist. Dies ist fiir unsere algorithmischen
Anwendungen allerdings wichtig, so dass wir auch die Gruppe I'o(/N) hier noch einmal
kurz untersuchen.

2.4.1 TI(N)

Als erstes wollen wir die Graphen I'(N)\7 genauer untersuchen. Da I'(IV) ein Normal-
teiler in GLg(IF4[T']) ist, ist hier die Situation besonders einfach. Es gilt das folgende
Lemma:
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Lemma 2.27 Seiv ein Knoten der Stufe i > 1 in X (7). Dann ist v genau dann I'(N)-
stabil, falls i < deg(N) ist.

BEWEIS: Da v vom Typ i ist, liegt v iiber A; in GLo(F,[T])\7. Es gibt also ein v €
GL2(F,4[T]) mit yA; = v. Fiir den Stabilisator von v in I'(N) gilt dann:

Stabr(y)(v) = I'(N) n Stabgr,r, () (YA:) = T(N) n vy Stabgr, e, () (Ai)y

1

Also ist « € Stabp(yy(v) genau dann, wenn v~ a7y in

v~ Stabrx (v)y = 7~ 'T(N)y N Stabgr,w, 7)) (Ai) = T(N) A Stabgryr, (7)) (Ad)

ist.
Nach Satz 1.17 ist

Stabar, r, (7)) (Ai) = {(g g) | o, B € Fy,r € Fy[T],deg(r) < i}

Also ist
{1} fiir i < deg(N)

F(N) N StabGLg(Fq[T])(Ai) = {<1 r' N

0 1 > | deg(r’) < i —deg(N)} fiir i > deg(V)

v ist also genau dann stabil, falls i < deg(N) ist. m

Der Beweis zeigt insbesondere auch, dass fiir die I'(/V) die Stabilisatoren instabiler Kno-
ten der gleichen Stufe konjugiert sind, und jeweils genau ¢it1-48(V) viele Elemente
haben. Der Beweis liefert ausserdem einen effektiven Algorithmus, um den Stabilisator
einer Kante zu berechnen.

Lemma 2.28 Ein Knoten v der Stufe 0 in X(7T) ist T'(N)-Stabil.

BEWEIS: Sei n := deg(N). Wir betrachten zuerst den Fall, dass n > 2 ist. Nach Lem-
ma 2.27 sind dann alle Knoten der Stufe 1 stabil. Angenommen, es existiert ein instabiler
Knoten v der Stufe 0. Sei T, := Stabp(yy(v). Da die Grupppe I'(/V) nach Lemma 2.17
[-torsionsfrei ist, fixiert I', nach Lemma 2.21 genau ein Ende des Graphen 7. Das heif3t,
es muss einen Pfad in I'(NV)\7 nach Unendlich geben, der komplett aus instabilen Kno-
ten besteht. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass alle Knoten der Stufe 1 stabil
sind.

Den Fall, dass n = 1 ist, haben wir schon in Beispiel 2.26 behandelt. Fiir ein Polynom
N vom Grad 1 ist das Vertretersystem von I'(N)\GL2(FF,[T]) gleich

(%) state,l118) = GLa(E,)

Uber der Stufe 0 fallen zwei Knoten s;Ag, s;A¢ aus der Uberlagerung von GLa(F,[T])\T
genau dann zusammen, falls es ein v € GLa(IF;) gibt mit sms;l e I'(N). Da s;, s; selber
aus GLy(F,) waren, gibt es natiirlich solch ein ~y. Folglich fallen alle Knoten der Stufe 0
in I'(N)\7 zusammen. Da fiir den Knoten Ag gilt Stabp(y(Ag) = T'(IV) nGLa(Fy) = {1},
ist dies ein stabiler Knoten. Wir erhalten also hier genau das Bild aus Abbildung 7. m
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Abbildung 8: Der Quotientengraph von I'(T?)\7 fiir k = [Fy

Nach Bemerkung 2.9 wissen wir dann also auch, dass alle Kanten zwischen 0 und 1 und
alle weiteren Kanten bis zu den Kanten zwischen Knoten der Stufe n — 1 und n stabil
sind. Da fiir ¢ > 1 der Stabilisatoren einer Kante (yA;, vA;+1) gleich dem Stabilisatoren
des Knotens «vA; ist, gibt es sonst keine weiteren stabilen Kanten.

Insbesondere sehen wir, dass der stabile Bereich in I'(IV)\7 zusammenhéngend ist.
Nach Satz 1.30 wissen wir auch, dass ab der Stufe ¢ = deg(N) in I'(N)\7 keine Knoten
und Kanten mehr zusammenfallen. Damit und mit Satz 2.10 kennen wir also die gesamte
Struktur des Graphens I'(N)\7. Weiter sehen wir, dass im Fall der I'(N) auch die
Umkehrung von Satz 2.10 gilt. Der folgende Satz fasst zusammen, welche moglichen
Knoten auftreten kénnen:

Satz 2.29 In I'(N)\7T treten nur die folgenden Typen von Knoten auf:

Stufe 0 Stufe i mit 1 <i < deg(N) | Stufe i mit i > deg(N)

qg+1 q ®

Auch iiber die Anzahl der Knoten und Kanten einer bestimmten Stufe und iiber die
Anzahl der Spitzen von I'(N)\7 konnen wir eine prézise Aussage treffen:

Satz 2.30 Sein := deg(N) und sei m := (GLy(Fy[T]) : I'(N)). Fir die Anzahl der
Knoten, Kanten und Spitzen in I'(N)\T gilt:
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(a) Es gibt . Knoten der Stufe 0.

(qflg?qul)
(b) Es gibt q(q(qu)amfl) Kanten zwischen 0 und 1.
1)

42

(c) Fir1 <i <mn gibt es % Knoten der Stufe i beziehungsweise Kanten

zwischen 1 und i + 1.

(d) Es gibt % Spitzen.

BEWEIS: Bezeichne [j, die Anzahl der Knoten der Stufe 0 und [} die Anzahl der Kanten
zwischen 0 und 1. Da ab der Stufe 1 zu jedem stabilen Knoten der Stufe i eine stabile

Kante der Stufe i + 1 gehort, gilt I, — 1] = lop — l1.
Nach Satz 2.15 und Satz 2.23 gilt dann:
m

T X(C(N)) =1lp — Iy =1f — 1}

Da fiir I'(IV) an jedem Knoten der Stufe 0 genau ¢+1 Kanten zwischen 0 und 1 angrenzen,

gilt I = qlj,

Also ist
m

U —(q+ 1), = —ql
(Q*l)(q2*1) 0 (Q"I' )0 4l

Daraus folgen (a) und (b).

(c) gilt, da in einen Knoten der Stufe ¢ mit 1 < i < n genau ¢ Kanten zwischen 7 — 1

und ¢ miinden.
(d) folgt dann, da ab der Stufe n — 1 keine Kanten mehr zusammen fallen. g

Beispiel 2.31 Sei N € [T irreduzibel. Dann ist m = (GLy(F,[T]) : T'(V))
1)(#SLa(F,[T])/N) = (¢ — D)(#SL2(Fgn) = (¢ — 1)(¢*" — 1)q".
Fiir die Zahl der Knoten der Stufe 0 gilt dann:

2n—1
oD@ Dt gL "Z 1t
q(¢ — 1) g—1 =

Fiir die Zahl der Kanten zwischen 0 und 1 gilt:
2n—1 .
L=(q+1) ) gt

Entsprechend gibt es

((]+1) Z qn71+i7k
=0

Knoten der Stufe 1 < k < n und

Spitzen.

(q —
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2.4.2 Ty(N)

Die Untergruppen I'i (V) sind keine Normalteiler in der GLy(F,[T]). Deswegen ist die
Situation hier etwas komplizierter. Um einen Uberblick iiber den stabilen Bereich zu
bekommen, ist unser erstes Ziel, das Wachstumsverhalten von Stabilisatoren entlang
eines instabilen Pfades nach Unendlich zu untersuchen. Wir wollen zeigen, dass die
Grofle der Stabilisatoren regelméflig in g-Potenzen wiéchst. Dafiir brauchen wir vorher
ein wichtiges Lemma.

Lemma 2.32 Seiy = (Z Z) € GLo(IFy[T']/N).

Sei weiter m : GLa(F,[T]) — GLo(F,[T]/N) die natiirliche Reduktion und T' das Bild
von I'1(N) unter 7.

(a) Seii>1 und sei G; dass Bild von G; := Stabgr, s, r7)(As) unter . Falls Y 1Tyn
G; # {1} ist, existiert ein Teiler M, von N, so dass vy Ty G = {((1) T) \
deg(z) < i und M, teilt x} ist.

(b) Sei Gy das Bild von Stabgy,, (F,[1]) (Ao) NStabgr, k(1) (A1) unter 7. Falls vy ITyn

Go # {1} ist, so ist v Ty n Gy = {((1) 31:) |z eFg}

BEWwEIS: (a) Wir betrachten zuerst den Fall N = p® mit p irreduzibel.

Zu x € Fy[T']/p® sei vp(x) die hochste Potenz von p, die z teilt, und sei v,(0) := e.

Wir wollen die Menge v~ 'I'y n G; verstehen. Angenommen, v 'T'y n G; # {1}. Dann
gibt es Matrizen

(1 a) und (xl ﬁ) mit 21,29 € Fy, a, B € Fy[T],deg(f) < i, # 0 und

0 1 0 )
1 « _ 1 0
(0 1)7_7<0 :pz)’

a+ac b+ad) [(axry af + b
c d  \cx1 B+ dxy

also

Also gilt 1 = 1. Da

1 « 1l «o

det(y~? (0 1) v) = det(y)ldet((o 1))det(7) =1

ist, folgt aus
_ r1 BY, _ (1 « _
To = det((0 $2)) = det(y (0 1) v) =1
auch xo = 1.

Es folgt ac = 0 = B¢ und ad = af.

Da nach Voraussetzung a # 0 ist, folgt v,(c) > 0. (x)

Da v € SLa(F,[T"]/p®) ist, muss dann aber v,(a) = vp(d) = 0 gelten. Sonst teilt p auch
ad — be, also ist ad — bc Z1 mod p°.

Folglich sind a,d € (F,[T]/p®)* und es gilt 5 = ga, also v,(8) = Vp(g) + vp(a) = vp(a).

Aus ac = 0 folgt dann v,(c) + vp(a) = e. (xx)
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Falls v, (c) = 0 ist, so folgt aus (x), dass
e A 10
v F’mGz—{(O )}

ist. Falls v,(c) =: f > 0 ist, so definiere M, := p¢~ 7. Die Behauptung ist dann, dass

YTy NG = {((1) f) | deg(B) <iund vp(8) = e— f}

ist.

,S “gilt nach (%x).

Fiir ,,2 “sei § € Fy[T]/p® mit deg(f8) < i und v,(5) = e — f beliebig gegeben. Definiere
a:= 43. Dann ist v,(a) = v,(8), da a,d wieder in (Fy[T']/p®)* sind. Da vp(a) = e — f
ist, ist vp(ac) = vp(a) +vp(c) = e— f + f = e, also ist ac = 0. Genauso ist B¢ = 0.
Nach Definition ist da = af3. Es folgt, dass

CRVERI Y

1B 15 5
<0 1) ey I'ynG;
und es folgt ,,2 “.

Die Behauptung ist also fiir N = p® gezeigt.
Sei nun N = Hle p;" beliebig. Nach dem Chinesischen Restsatz ist dann

ist. Also ist

k
GLo(F,[T]/N) = X GLa(F,[T]/p;")
i=1

Sei v € GLo(F,4[T]/N) gegeben und 71,...,7; die entsprechenden Komponenten in
GL2(Fy[T]/p;"). Es ist dann

YTy nGi= (v T nGiyovy Ty 0 Gy)
und in den einzelnen Komponenten erhalten wir Teiler M,, von pjj mit

1E =~ 1l « .
v; Ty, nG; = {(0 1) | M., teilt a}

also insgesamt einen Teiler M, := ]_[;?:1 M.,; von N mit

Y Ity NG = {<(1) Cf) | M, teilt o}

(b) Hier ist zu beachten, dass Stabgy,r,)(Ao) N Stabgr,r,) (A1) = {(361 ; ) | 11,29 €
2

F;,c e F,} ist. Der Beweis geht dann genauso wie in (a). Man erhilt als notwendige und
hinreichende Bedingung fiir einen nicht-trivialen Schnitt, dass v,(c) = e ist. In diesem

Fall erhéhlt man dann M., = pe V(@ = p¢=¢ =1 und also v Ty n Gy = {((1) (1:) [ce
Fo}. m



2 HARMONISCHE KOZYKELN 45

Bemerkung 2.33 Wir erhalten also als expliziten Wert von M,:

N
M pordp —ordp(c) _ )
l_][v ggT (N, c)

Bemerkung 2.34 Ist F,[T|/N ein Produkt von Korpern, so folgt aus der Existenz
der Jordanform fiir Matrizen direkt z1 = x5 = 1. Denn in diesem Fall ist die Matrix

(%1 f) konjugiert zu einer Matrix mit doppeltem Eigenwert 1.
2

Im Beweis vom Satz werden wir noch die folgende elementare mengentheoretische Aus-

sage benutzen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit formuliere ich sie vorher als kurzes

Lemma:

Lemma 2.35 Sei f : X — Y eine Abbildung zwischen Mengen, A < X und B<C Y.
Dann ist An f~Y(B) =An f1(f(A) n B).

BEWEIS: , < “: Sei x € An f~1(B). Dann ist f(x) € B f(A), also z € f~1(f(4) n B).
“D> :Seize An f Y (f(A) n B). Dann gilt auch z € f '(B). Alsoz e An f1(B). n

Satz 2.36 Seix e X(7) ein I'y(N)-instabiler Knoten der Stufe i > 1 und sei x = x1 —
To — x3 — ... der nach Lemma 2.21 eindeutige instabile Pfad nach Unendlich. Dann
gilt Stabr, (3 (i) S Stabp, () (zi+1) und #(Stabp, (v (@i+1)/ Stabr, (v (2:)) = ¢

BEWEIS: Sei vA; ein Vertreter des Knotens x in I'; (N)\X(7) mit

v € I'1(N)\GLy(F,[T]). Dann ist v € GL2(IF,4[T]/N) und der Stabilisator von z; in
I'1(N) ist yGiy L n T1(N).

Sei 7 : GLo(F,[T]) — GL2(F,[T]/N) die Reduktionsabbildung. Sei G; := 7(G;) und

[:=m((N).
Dann ist
1Giv ' AT1(N) =Gyt ar H(ID) = Gy o Hr(yGiy ) AT

Lemma 2.35

=Gy o Gy n D) =4Giy T ayr H(Giny T Ty

Lemma:2.32(a) VGiy oy Y ((1) 1) | deg(c) < i und M1 teilt c}y™ 1

= (G n <(1) 1> | deg(c) <7 und M, teilt c})y™

= {((1) 1)CEF[ |, deg(c) < i und M, 1 teilt ¢}y !

Da die Menge

{((1) 1)CEF[ ], deg(c) < i und M, teilt e}y !

mit wachsendem i um genau ¢ Elemente grofier wird, folgt die Behauptung. m
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Abbildung 9: Der Quotientengraph von I'y (T2 # (T + 1))\7 fiir k = Fy

Dieser Satz verallgemeinert Lemma 2.4. In dem Lemma haben wir gezeigt, dass ab einem
festen i € N die Grosse der Stabilisatoren jeweils um eine g-Potenz wichst. Jetzt haben
wir gezeigt, dass dies schon ab dem ersten instabilen Knoten passiert.

Fiir instabile Kanten zwischen den Stufen 0 und 1 bekommen wir eine &hnliche Aussage:

Satz 2.37 Sei (x1,22) = y € Y(7T) eine I'1(N)-instabile Kante zwischen Knoten der
Stufe 0 und 1 und sei x1 — 19 — x3 — ... der nach Lemma 2.21 eindeutige instabile
Pfad nach Unendlich. Dann gilt Stabp (nv)(y) S Stabr z)(72) und Stabr vy(z;) S
Stabr, () (zit1) fir i = 2 und #(Stabr, (vy(z2)/ Stabr, (v)(y)) = ¢ bzw.

#(Stabr, (v)(zi+1)/ Stabr, () (z:)) = ¢ fir i = 2.

BEWwWEIS: Der Beweis geht analog zu dem Beweis von Satz 2.36. Der einzige Unterschied
ist hier, dass der Stabilisator der Kante y = (yAg,yA1) gleich v(Go n G1)y * n T1(N)
ist. Wir kénnen dann auf die gleiche Art wie im vorherigen Beweis Lemma 2.32(b)

anwenden, wobei M,-1 = 1 gilt und erhalten Stabr, y)(y) = ¥{ ((1) i) | ce F vyt

baw. Stabr, () = 9 (g §) |e€ BT deg(c) < iy ! furi > 1w

Algorithmus 2.38 Die Sitze 2.36 und 2.87 liefern gleichzeitig einen sehr effektiven
Algorithmus, um den Stabilisator einer Kante [yA;, yAiy1] der Stufe i zu berechnen:

1. Berechne v~ = (Z Z)
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2. Setze M1 := W]\;\IC)
3. Falls deg(M,-1) > i ist, ist die Kante [yA;,yAi11] stabil.

4. Ansonsten ist der Stabilisator die Menge
1 M, . _
Ay M) Iwe BT dentn) < i - des(ar, )y

Mit Hilfe von Satz 2.36 und Satz 2.37 kénnen wir jetzt zeigen, dass in I';(N)\7 Knoten
der Stufe i > 1 entweder stabil sind, oder Spitzenknoten sind, also genau ein Knoten
der Stufe ¢ — 1 eine gemeinsame Kante in I'1 (IV)\7 hat.

Korollar 2.39 In I'y(N)\T gibt es nur die folgenden beiden Typen von Knoten der
Stufe i > 1:
xe X(T'1(N)\T) stabil | x € X(I'1(N)\T) instabil

BeEwEIS: Sei z € X(I'1(IV)\7) ein Knoten der Stufe ¢ > 1. Falls = stabil ist, so hat x
nach Satz 2.10 im Quotientengraphen genau ¢ + 1 Nachbarn.

Sei x = yA; ein instabiler Knoten der Stufe i > 2. Dann gilt fiir U; := Stabp, (y)(z)
nach Satz 2.36 #U; = ¢* (mit k € {1,2,...,4}) und fiir U; ; := Stabr, (3 (yYAi—1) ebenso
#U; 1 = ¢* 1, also #U;/U; 1 = q. Sei e; 1 die Kante (yA; 1,7vA;) und e; die Kante
(YAs, yAis1). Ui/U; 4 fixiert dann die Kante e; und operiert auf den anderen g Kanten,
die vA; enthalten. Wir wollen zeigen, dass die Operation transitiv ist. Seien \; :=
L, A2, ..., Aq die g verschiedenen Elemente in U;/U; 1, und seien €| := e; 1, €y,..., e, die
g Kanten ungleich e;, die yA; entahlten. Angenommen, die Operation ist nicht transitiv.
Dann ist also #{e], A2€],..., A\e]} < ¢, also gibt es j # j' mit Aje| = Ajye}. Dann ist
aber A;lAj:e’l = €], also )\;1/\]-/ € Stabr, () (€}) = Us1, was ein Widerspruch zu j # j'
ist.

Die Operation von U;/U;_1 auf den ¢ Kanten ungleich e;, die vA; enthalten, ist also
transitiv. Diese Kanten fallen in I'y (IV)\7 also alle zusammen, was zu zeigen war.

Sei nun x = yA; ein instabiler Knoten der Stufe 1. Hier unterscheiden wir 2 Falle.
Falls die Kante (yAg,vyA1) stabil ist, so enthélt # Stabr, y)(z) nach Satz 2.36 genau
q Elemente. Uy := Stabp,(ny(vA1) operiert dann wie oben transitiv auf den Kanten
ungleich e; := (yAj1,vA2), die vA; enthalten, und diese ¢ Kanten fallen in I'1(N)\7
zusammen.

Falls die Kante (yAg,vA1) instabil ist, so gilt nach Satz 2.37

Up = Stabr, () ((7Ao,7A1)) € Stabp, (v (vA1) =: Us

und #Uy = ¢ beziehungsweise #U; = ¢ und Uy /Uy operiert wieder wie oben transitiv
auf den Kanten ungleich e; := (vA1,vA3), die YA enthalten, und diese ¢ Kanten fallen
im Quotientenbaum I'1 (N)\7 wieder zusammen. g
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Mit dem bisher Gezeigten konnen wir ebenfalls beweisen, dass es nur 2 verschiedene
Typen von Knoten der 0-ten Stufe gibt.

Korollar 2.40 In T'y(N)\T gibt es nur die folgenden beiden Typen von Knoten der
Stufe 0:
x e X(T'1(N)\T) stabil | x € X(T'1(N)\T) instabil

e stabil
q+1 <

e instabil

BeEwels: Falls x € X(7) ein I'y(IV)-stabiler Knoten der Stufe 0 ist, so hat x nach
Satz 2.10 in I';(V)\7 genau ¢ + 1 Nachbarknoten.

Falls x € X (7) instabil ist, gibt es nach Korollar 2.22 einen eindeutigen Strahl z = 27 —
Lo — x3... instabiler Knoten und Kanten in 7 nach Unendlich mit Anfangspunkt z.
In T';(N)\7 gibt es daher genau eine instabile Kante zwischen 0 und 1, die = enthélt.
Sei e = (z,72) die eindeutige instabile Kante. Dann gilt fiir U := Stabp y)(e) = ¢
nach Satz 2.37 #U = q. Wie im Beweis von Korollar 2.39 operiert U dann transitiv auf
den anderen ¢ Kanten, die = enthalten. Diese fallen in I'1 (IV)\7 also zu einer Kante ey
zusammen. e; muss dann stabil sein, da e eindeutig war als instabile Kante zwischen 0
und 1, die x enthélt. m

Zusammengefasst sehen wir, dass die Umkehrung von Satz 2.10 hier gilt. Wir kénnen
also direkt am Quotientengraphen ablesen, ob ein Knoten beziehungsweise eine Kante
stabil ist oder nicht. Auflerdem haben wir gezeigt, dass der stabile Bereich im Quoti-
entengraphen zusammenhéingend ist. Da ab der Stufe n = deg(/N) in I'1(V)\7 nach
Satz 1.30 nur noch Spitzenknoten vorkommen, gibt es hochstens bis zur Stufe n — 1
stabile Knoten.

2.4.3 ¢=2Ty(N)

Wir haben bereits gesehen, dass es fiir ¢ # 2 keine I'g(N)-stabilen Knoten in 7 gibt.
Den Fall ¢ = 2 miissen wir noch genauer untersuchen. Dazu gehen wir genau wie im Fall
der T'; (V) vor. Das heisst, wir zeigen wieder zuerst ein etwas technisches Lemma, mit
dessen Hilfe wir dann Aussagen iiber das Wachstum von Stabilisatoren und die Struktur
des Quotientengraphen ableiten kénnen.

Z) € GLy(E[T/N).

Sei weiter m : GLa(Fo[T]) — GLo(Fo[T|/N) die natiirliche Reduktion und T' das Bild
von To(N) unter .

Lemma 2.41 Sei~ = (CCL

(a) Seii>1 und sei G; dass Bild von G; := Stabgr,m,r)) (As) unter m. Falls Y 1Tyn
Gi # {1} ist, existiert ein Teiler M, von N, so dass v Ty n G; = {(é gln) \
deg(x) < i und M, teilt x} ist.

(b) Sei Gy das Bild von Stabgy,,w,[77) (Ao) N Stabar, (mypr)) (A1) unter 7. Falls v~ 'Tyn

Go # {1} ist, so ist v Ty n Gy = {((1) :f) lxeFy}
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BEWEIS: Bis auf den Anfang ist der Beweis identisch zu dem Beweis von Lemma 2.32.
Falls N = p¢ € F5[T] Potenz eines irreduziblen Polynoms ist, dann ist v 'Tyn G; # {1}

genau dann, falls es Matrizen
f 1 h
<0 p und 0 1

G o) =)

ea + fc eb+ fd\ f(a ah+b
gc gd ~\c ch+d
Es folgt ¢ = 1 und aus

| zdet(((l) ’f)) _ det(y! (S g) V) =eg=e

folgt auch e = 1. Wir sind jetzt in derselben Situation wie im Beweis von Lemma 2.32,
die Aussagen folgen vollig analog. n

3N

mit deg(h) < i gibt, so dass

[an}

also

Satz 2.42 Seiq =2 und x = yA; € X(7T) ein T'g(N)-instabiler Knoten der Stufe i > 1.
Sei xy := vA und sei x = x; = x;11 — Tiys — ... der instabile Pfad nach Unendlich.
Dann gilt Stabr(n)(z) S Stabry vy (zr+1) und #(Stabrz) (Tr41)/ Stabry vy (zr)) = 2
fir alle k > 1.

BEWEIS: Analog zu Satz 2.36

Satz 2.43 Sei (xg,x1) = (vAo,YA1) =: y € Y(T) eine T'o(N)-instabile Kante zwischen
Knoten der Stufe 0 und 1. Sei xp := vyAp und sei xg —> x1 — x5 — ... der instabile
Pfad nach Unendlich. Dann gilt Stabp,ny(y) S Stabryy)(w2) und Stabrgv)(zi) <
Stabp,(ny (@iv1) fiir i = 2 und #(Stabp,(n)(z2)/ Stabrg vy (y)) = 2 bzw.

# (Stabp, (v (zi+1)/ Stabry vy (@) = 2 firi = 2.

BEWEIS: Analog zu Satz 2.37 g

Bemerkung 2.44 Analog zu 2.38 erhalten wir hier ebenfalls einen effektiven Alogrith-
mus, um den Stabilisator einer Kante zu berechnen.

Damit haben wir jetzt wieder die notigen Hilfsmittel beisammen, um die Knoten in
Lo(N)\7 vollsténdig zu charakterisieren:
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Satz 2.45 In I'o(N)\7T dber Fy treten nur die folgenden Typen von Knoten auf:

Stufe 0 Stufe 1 mit 1 <14
v stabil ,
v stabil
e stabil , ,
v instabil
@
e instabil
v instabil
[
/ v stabil

BEwEIs: Wir betrachten zunéchst wieder die Knoten der Stufe ¢ > 1. Entweder diese
sind stabil, dann besitzen sie nach Satz 2.10 3 Nachbarknoten im Quotientengraph. Im
zweiten Fall sei vA; ein instabiler Knoten der Stufe i > 1 und sei U; := Stabr(n)(vA;)
und U; 1 := Stabprgv)(vA;—1) fiir i > 2 beziehungsweise Uy := Stabp,n)((7Ao, 7A1)).
Nach Satz 2.42 beziehungsweise Satz 2.43 ist dann #U,;/U; 1 = 2, und U;/U;_; fixiert
die Kante (yA;,vA;+1) und operiert transitiv auf den anderen beiden Kanten, die vA;
enthalten. Im Quotientengraph ist vA; also ein Spitzenknoten.

Sei nun z ein Knoten der Stufe 0. Falls = stabil ist, so hat = genau 3 Nachbarknoten
der Stufe 1. Falls = instabil ist, so ist U := Stabp,(y)(z) konjugiert zu einer echten
Untergruppe von GLo(F3). U hat also entweder 2 oder 3 Elemente.

Im Fall #U = 2 lassen wir U auf den 3 Kanten operieren, die x enthalten. U muss dann
mindestens eine der 3 Kanten festlassen. Sei e diese Kante. Diese ist dann instabil, und
da nach Satz 2.43 # Stabp,(ny(e) = 2 ist, ist U = Stabp () (e). Auf den anderen beiden
Kanten operiert U dann transitiv, diese fallen also im Quotientengraphen zusammen.
Wiren diese Kanten instabil, so wéiren im Quotientengraph beide Nachbarknoten von x
der Stufe 1 Spitzenknoten. I'o(N)\7 wére also der Graph zu I'o(T)\7 . Fiir ¢ = 2 ist aber
I'o(T) = T'1(T) und in diesem Fall haben wir schon gesehen, dass eine der beiden Kanten
zwischen 0 und 1 stabil ist. In jedem Fall ist also die andere Kante im Quotientengraph
stabil.

Im Fall #U = 3 operiert U transitiv auf den 3 Kanten, die x enthalten. Diese 3 Kanten
fallen im Quotientengraphen also zusammen, und U ist ein isolierter Knoten. Sei v’ der
eindeutige Nachbarknoten von z im Quotientengraph. v’ ist dann stabil, da ansonsten
v’ nach obigem bereits ein Spitzenknoten ist, der Quotientengraph wiirde dann nur aus
einer Halbgerade nach Unendlich bestehen, wére also der Graph GLy(F,[T])\T, was ein
Widerspruch ist. m

Wir sehen also, dass auch in diesem Fall der stabile Bereich im Quotientengraphen
I'o(N)\7 zusammenhéngend ist und die Umkehrung von Satz 2.10 gilt.
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Problematisch ist der Fall der isolierten Knoten der Stufe 0, also der Knoten, die in
I'o(T)\7T genau einen Nachbarknoten der Stufe 1 haben. Im Beweis von Satz 2.45 haben
wir gesehen, dass ein notwendiges Kriterium fiir das Vorkommen von isolierten Knoten
ist, dass T'o(NN) 3-Torsion hat. Mit folgender Bemerkung kénnen wir in den meisten
Fallen ausschliefen, dass isolierte Knoten auftreten:

Bemerkung 2.46 Sei N = Hle p;’ eine Zerlegung in Primfaktoren. Ist deg(p;) unge-
rade fiir ein 7 € {1,...,k}, so hat I'y(/V) keine 3-Torsion.

BeweEls: Es gilt I'g(IV) € I'g(p) fiir alle p | N. Daher reicht es, die Aussage fir N = p
mit p irreduzibel zu zeigen. Nach Lemma 2.17 hat I';(p) keine 3-Torsion. Aus

oo = (5115 ) lae @Iy

folgt #(Lo(p)/T1(p)) = 298P — 1. Fiir k := deg(p) ungerade gilt allerdings 2F — 1 #
0 mod 3. Also hat auch I'g(p) keine 3-Torsion. n

Fiir den Fall, dass in der Primfaktorzerlegung von N nur Primteiler mit geradem Grad
vorkommen gibt Nonnengardt in [No, Kapitel 4.6], ein Kriterium an, wieviele isolierte
Knoten auftreten. Sei N = Hle pS’. Dann enthilt To(N)\7 genau 25! isolierte Knoten.
Der Algorithmus zum Bestimmen einer Basis von Chg,(I'y, k), den wir in Abschnitt 2.7
vorstellen werden, funktioniert nur fiir den Fall, dass wir keine isolierten Knoten haben.

Bemerkung 2.47 Wir haben zwar in Beispiel 2.24 gesehen, dass wegen der p’-Torsion
von I'g(IV) zu einem instabilen Knoten nicht unbedingt ein eindeutiges instabiles Ende
des Graphen gehort, so dass der Stabilisator des Knotens dieses Ende fixiert. Wir haben
nun allerdings gezeigt, dass bis auf isolierte Knoten der Stufe 0 die Stabilisatoren aller
Knoten und Kanten p’-torsionsfrei sind, also fixieren sie ein eindeutiges instabiles Ende
des Graphen. Da die Kanten an einem isolierten Knoten stabil sind, fixieren also auch
fiir (), g = 2 alle instabilen Kanten ein eindeutiges instabiles Ende.

2.5 Die Source einer instabilen Kante

Wir haben gesehen, dass in den Féllen T'(N),T'1 (N) und I'g(IV),q = 2 der Stabilisator
jeder instabilen Kante ein eindeutiges Ende des Graphen 7 fixiert. Sei im gesamten
Abschnitt I', eine dieser Gruppen und bezeichne fiir e eine I'y-instabile Kante b(e)
dieses Ende.

Fiir eine gerichtete Kante e = v; — vy schreiben wir s(e) := v; und t(e) := vy Wir wollen
zeigen, dass der Wert eines harmonischen Kozykels nur von den Werten an den stabilen
Kanten abh#ingt. Dazu definieren wir zu einer instabilen Kante e die Source intuitiv
als die Menge derjenigen stabilen Kanten, die am Rand des stabilen Bereichs liegen
und so dass e auf dem Pfad von diesen Kanten in Richtung des eindeutigen rationalen
Endes von 7 liegt. Wir werden dann wie in [Tel] zeigen, dass fiir eine instabile Kante
der Wert eines harmonischen Kozykels eindeutig durch die Werte der Kanten aus der
Source bestimmt ist.

Definition 2.48 Sei e eine I'y-instabile Kante. Dann sei die Source von e definiert als

Src(e) := Srer, (e) := {€ € S1 | Es existiert eine Kante
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e" € Yoo (T) mit s(e") = t(e') und fiir w:e" —e1 — ey — ...
der eindeutige Pfad von €” zu einem rationalen Ende gilt e € w}

Fiir eine I',-stabile Kante e € S definieren wir Src(e) := Srcr, (e) := {e}.
Bemerkung 2.49 Unmittelbar aus der Definition ist klar, dass dann b(e) = b(e”) gilt.

Lemma 2.50 Sei 'y, eine der Gruppen I'(N), T'1(IN) oder To(N) (im letzten Fall gelte
qg =2). Sei e = (v1,v2) € Y(7s) und sei v1 der Knoten von e, der weiter von b(e)
entfernt ist. Seien ey, ..., e, die Kanten ungleich e, die vy enthalten. Dann ist

Src(e) = HSrc(ei)
i=1

BewEIS: Die Notationen t(e), s(e) und b(e) seine die aus der Einleitung dieses Kapitels.
Sei # Stabr, (e) = ¢*.

Da entlang einer Gerade im instabilen Bereich des Quotientengraphs die Stabilisatoren
immer um ¢-Potenzen wachsen, ist # Stabr, (e;) = ¢" 1.

Fiir £ = 1 sind also die Kanten ey, ..., e, stabil. Es folgt Src(e;) = {e;}. Die Src(e;)
bilden also eine disjunkte Vereinigung. Da t(e;) = v; = s(e) sind die stabilen Kanten
e; € Src(e). Fiir eine beliebige Kante e’ € Src(e) sei ¢’ die zugehérige Kante in Y (75)
mit s(e”) = t(e/). Dann folgt aus b(e”) = b(e) bereits ” = e, also ist €’ eine der Kanten
€;.

Sei k > 1. Dann sind die Kanten e; instabil. Sei e’ € Src(e;) und sei €” die zugehorige
instabile Kante mit s(e”) = ¢(e’). Da b(e) = b(e;) ist und e auf dem Pfad von e; zum
Ende liegt, liegt e auch auf dem Pfad von €” zum Ende, also ist €’ € Src(e). Sei umgekehrt
e’ € Src(e). Sei €” die zugehorige instabile Kante mit s(e”) = t(e’) und b(e”) = b(e) und
seie - ey > eg--- > e =€ > epsq... der eindeutige Pfad zu dem rationalen Ende.
Dann muss ;1 eine der Kanten e; sein, also liegt €’ in genau einer der Src(e;). Diese
bilden also eine disjunkte Vereinigung und es gilt

Src(e) = HSrc(ei)
i=1

Lemma 2.51 Src(e) ist endlich. Genauer gilt # Src(e) = # Stabr, (e).

BEWEIS: Sei # Stabr,(e) = ¢*. Falls k = 0 ist, so ist e stabil und Src(e) = {e}. Also
# Src(e) = 1 = # Stabp, (e).

Sei k > 1. Seien ey, ..., e, die Kanten aus Lemma 2.50. Dann gilt # Stabr, (e;) = ¢
Nach Induktion gilt # Src(e;) = # Stabr, (e;) = ¢ '. Nach Lemma 2.50 gilt

k—1

Src(e) = HSrc(ei)
i=1

Es folgt
q

q
# Src(e) = Z # Src(e;) = Z ¢" 1 = ¢* = #Stabr, (e)

i=1 i=1
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Lemma 2.52 Sei e € Y(7y) und |e] das Bild von e in T',\T. Dann befindet sich [e]
nach dem wvorherigen Abschnitt auf einer Halbgerade, die mit einer eindeutigen Klasse
stabiler Knoten [€'] beginnt. Dabei sei €' so gewdihlt, dass t(e') in der selben Zusammen-
hangskomponente von Ty liegt wie e. Dann ist

Src(e) = Stabr, (e) - ¢’ = {ye’ | v € Stabr, (e)}

BEWEIS: Sei # Stabr, () = ¢*. Dann gilt nach Lemma 2.51 # Src(e) = ¢.

Da ¢’ stabil ist, gilt auch #(Stabr, (e)-¢’') = ¢*. Nach Definition ist ¢’ € Src(e). Sei €” der
zugehorige Knoten in Y (75) mit s(¢”) = t(¢') undw: e’ ey 5 eg-- e =€ — ...
der zugehorige Pfad nach Unendlich. Sei v € Stabr, (e). Dann ist e’ stabil, ye” instabil
mit s(ve”) = t(vye’) und yw der eindeutige Pfad von ve” nach Unendlich. Aber yw ist
gerade der Pfad ve” — ve1 — ve9 — - > vgp = ve = ¢ — .... Also liegt e auch
auf dem Pfad von ~ve” nach Unendlich. Nach Definition ist dann e’ € Src(e). Also gilt
Stabr, (e) - ¢’ < Src(e). Da die Mengen gleichmiichtig sind, folgt Gleichheit. m

Lemma 2.53 Src(ve) = v Src(e) fir alle v € T,,.

BEWEIS: In I',\7 gilt [ye] = [e]. Sei ¢’ die zu e gewiihlte Kante aus Lemma 2.52. Dann
ist ve’ die zu e gehdrende Kante und es gilt

Src(ye) = Stabr, (ye) - ve' =« Stabr, (e)y 'ye’ = v Stabr, (e) - €' = v Src(e)

Bemerkung 2.54 Lemma 2.52 liefert uns gleichzeitig einen Algorithmus zum Berech-
nen der Source einer instabilen Kante: Sei I',\7 bereits berechnet.

Zu e € Y(7y) bestimme ein v € Ty, so dass e = 7€ ist und € der abgespeicherte
Vertreter von [e] € T',\7 . Sei € eine Kante zwischen Knoten der Stufe i und ¢ + 1 und sei
€ =9(A;, Ai11), also € die zu dem Vertreter 4 gehorende Kante der Stufe (i,7+1). Dann
konnen wir den Stabilisator von é wie in Lemma 2.27 bzw. Algorithmus 2.38 und 2.44
ausrechnen, und mit ¢ die zu € gehorende stabile Kante ist dann Src(é) = Stabp, (€)é’.
Folglich ist Src(e) = v Src(é) = ~y Stabr, (€)é’.

Satz 2.55 (a) Sei ¢ ein T'y-equivarianter harmonischer M -wertiger Kozykel und e
eine instabile Kante. Dann ist

weSrc(e)

(b) Umgekehrt sei ¢ eine Iy -equivariante harmonische Abbildung von S1 nach M, mit
S1 wie in Definition 2.7. Dann wird durch

c(e) := 2 é(w)

weSre(e)

ein Iy -equivarianter harmonischer M -wertiger Kozykel definiert.
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BEWEIS: (a) Sei e = (v1,v2) und v; der Knoten, der weiter von b(e) entfernt ist und
seien ey, ..., e, die anderen g Kanten, die v, enthalten. Sei # Stabr, (e) = ¢*. Wir fiithren
einen Beweis {iber Induktion nach k.

Fiir k = 1 ist Src(e) = {eq,...eq}. Aus der Harmonizitét von c folgt dann

Z cle;) +c(e’) =0
i—1

Mit ¢(e*) = —c(e) folgt dann die Aussage.
Fiir £ > 1 ist nach Lemma 2.50

Src(e) = HSrc(ei)
i=1

Folglich ist

Y cwy = Y cw)
1=1 weSrc(e;)

weSrc(e)

Da # Stabr, (e;) = ¢" ! ist, folgt nach Induktionsvoraussetzung

Z c(w) = c(e;)

weSrc(e;)

Aus der Harmonizitét von ¢ folgt dann

c(e) = 2 cle;) = Z 2 c(w) = 2 c(w)
i=1

i=1 weSrc(e;) weSre(e)

(b) Die Wohldefiniertheit von ¢ folgt aus Lemma 2.51 und die I',-Equivarianz von ¢ folgt
aus Lemma 2.53. Fiir die Harmonizitét von c seien e und eq,...e, wie im Beweis von
(a). Dann gilt nach Lemma 2.50

cle) = Y, ew) =, D ew) =Y ce)
e i=1we

Sre(e;) =1

2.6 Der Trager eines Kozykels

Wir haben in Satz 2.5 gesehen, dass ein M-wertiger harmonischer Kozykel fiir eine
Kongruenzuntergruppe I';, mit Werten in Charakteristik p = Char(K4) nur auf einem
endlichen Teil des Graphen ungleich null ist. In diesem Abschnitt wollen wir die Aus-
sage aus Satz 2.5 in userem konkreten Fall, also fiir die Untergruppen I'(IV),I';(N)
und To(N),q = 2 und fir M = V(1 — k) ® (det)?>*, prizisieren. Dazu erinnern wir
uns kurz an den Beweis von Satz 2.5. Wir haben dort gezeigt, dass fiir e1,es,... ei-
ne Folge von Kanten in 7, die zu einer Spitze von I', gehoren, es ein n € N gibt mit
#(Stabr, (e;)/Stabr, (e;—1)) = ¢ fiir alle i > N. Weiterhin bilden die invarianten Un-
terrdume M; := {m € M | ym = m fiir alle v € Staby_(e;)} eine absteigende Kette von
Untervektorrdumen in M. Fiir M endlich-dimensional wird diese Kette also irgendwann
stationér. Im Beweis von Satz 2.5 haben wir dann gesehen, dass entlang einer Spitze
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der Zykel ab der Stufe ¢ verschwindet, sobald die beiden Bedingungen M, | = M; und
#(Stabr, (e;)/ Stabr, (e;—1)) = ¢ erfiillt sind. In Abschnitt 2.4 haben wir allerdings gese-
hen, dass die zweite Bedingung automatisch erfiillt ist, sobald eine Kante instabil wird.
Uns kommt es also vor allem auf die erste Bedingung an. Eine oberer Abschétzung fiir
die Grosse des Trégers von harmonischen Kozykeln kriegen wir daher aus der Dimension
des Vektorraums M.

Satz 2.56 Sei M ein r-dimensionaler Vektorraum tiber einem Korper der Charakte-
ristik p = Char(Ky). Sei N € Fy[T| mit n := deg(N) und sei I, eine der Gruppen
I'(N),I'1(N) oder T'o(N) mit ¢ = 2. Sei ¢ ein M-wertiger I',-equivarianter harmoni-
scher Kozykel. Dann ist c(e) = 0 fiir e eine Kante zwischen Knoten der Stufe i und i+ 1
miti=r+n+1.

BEWwEIS: Da deg(N) = n ist, werden Kanten spétestens zwischen Knoten der Stufe
n und n + 1 instabil. Da dim(M) = r ist, gilt dann spétestens nach r + 1 Schritten
Mi—1 =M. wu

Da wir an den Kozykeln in Cpq,-(T'y, k) mit k& > 2 intressiert sind, bietet es sich an dieser
Stelle an, kurz die Dimension des Vektorraums V(1 — k) ® (det)?~* auszurechnen:

Bemerkung 2.57 Fiir k > 2 ist dim V(1 — k) ® (det)?> % = k — 1.

BEwWEIS: Esist dim V (1—k)®(det)>* = dim V (1—k), da der Twist mit der Determinan-
te nichts an der Dimension des Vektorraums, sondern nur an der Operation der GLa (K )
andert. Weiterhin ist dim V(1 — k) = dimV(—(k — 1)) = dim V' (k — 1), da ein endlich-
dimensionaler Vektorraum die gleiche Dimension wie sein Dualraum hat. V(k — 1) ist
jetzt der Vektorraum der homogenen Polynome in 2 Variablen X und Y vom Grad k — 2
itber K. Eine Basis von V (k—1) sind nun die k—1 Tupel X¥—2Y0 xk=3y1  xO0y*r-2
Insgesamt bekommen wir dim V(1 — k) ® (det)> * =%k — 1. n

2.7 Explizite Beschreibung von Cj,,.(I'y, k)

In diesem Abschnitt sei I', eine der Kongruenzgruppen I't (V) oder I'(N). Weiterhin
sei der Fall I'o(N) mit ¢ = 2 und I'g(/N)\7 ohne isolierte Knoten zugelassen. Nach
Bemerkung 2.46 ist dies dquivalent dazu, dass N einen Primteiler p; hat mit deg(p;)
ungerade.

Sei ¢ € Char(T'y, k). Wir haben in Satz 2.55 gezeigt, dass fiir eine instabile Kante e € Y (7')
gilt

e’eSrc(e)
c ist also eindeutig durch die Werte auf dem stabilen Teil S; = Y (7)) — Y (7 ) bestimmt.
Wegen der I',-Equivarianz ist ¢ festgelegt durch die Werte auf I',\S;, dem stabilen
Teil des Quotientengraphen. ¢ muss dann lediglich Harmonizitdt auf I',\S; erfiillen.
In Abschnitt 2.4 haben wir die Struktur von I',\S1 bereits untersucht. Mit Hilfe der
Ergebnisse aus diesem Abschnitt konnen wir jetzt eine Basis von Chg,.(I'y, k) angeben.

Satz 2.58 Seii > 1, e e [',\Sy eine Kante zwischen Knoten der Stufe i und i + 1 und
sei e € mL(€). Dann gibt es ¢ Kanten X = {é1,...,&,} < [',\S1 zwischen Knoten der
Stufe i — 1 und i, so dass c(e) eindeutig durch die Werte auf X bestimmit ist.
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BEWEIS: c(e) ist wegen der I',-Equivarianz eindeutig bestimmt durch den Wert auf é.

Sei e = (v;,v;+1) mit v; ein Knoten der Stufe i. Da e stabil ist, hat v; := 7(v;) in
I',\7 genau ¢ Kanten ungleich é. Diese sind zwischen Knoten der Stufe i — 1 und 4. Sei
X ={éi1,...,¢e,} die Menge dieser Knoten. Aufgrund der Harmonizitét von ¢ gilt

c(e*) + > e(e) =0

i=1
und folglich
q
c(e) = ). cl@).
=1
[ |

Uber Induktion folgt, dass ¢ eindeutig bestimmt ist durch die Werte auf den stabilen
Kanten zwischen Knoten der Stufe 0 und 1 in I',\S;. ¢ muss Harmonizitidt auf diesen
Knoten erfiillen. Sei S die Menge der stabilen Knoten zwischen 0 und 1 in I',\S;. Zu
jedem stabilen Knoten 9 der Stufe 0 in I',\\S7 gehoren g+1 angrenzende Kanten 5’1—,0 cS.
Aufgrund der Harmonizitit von ¢ gilt dann Zéegﬂo c(e*) = 0. Weitere Bedingungen an

c erhalten wir nicht. Folglich gilt:

Satz 2.59 Sei k > 2. Sei l} die Anzahl der Stabilen Kanten zwischen 0 und 1 und
Iy die Anzahl der stabilen Knoten der Stufe 0 in T, \7. Dann gilt dim Chep(Ty, k) =

(k=1 1) = (1 = k)x(Tw)

BEWEIS: Es gibt genau [} — [, Kanten, denen wir einen beliebigen Wert in V(1 — k) ®
det>* zuordnen kénnen. Nach Bemerkung 2.57 gilt dim V(1 — k) ® det> ¥ = k — 1. Also
folgt dim Chgp (T, k) = (K —1)(I} — 1})). Die zweite Behauptung folgt aus Satz 2.23 und
li — 1y = li — ly. Letzteres gilt, da im Quotientengraphen zu jedem stabilen Knoten der
Stufe ¢ > 1 eine eindeutige stabile Kante zwischen Knoten der Stufen ¢ und ¢ + 1 gehort.
|

Wir erhalten also eine explizite Basis von Chg,(I'y, k) der Form

{(e,vj) |i=1,...,—x(Ty),j=1,...,k =1}

mit e; eine Teilmenge der Kanten zwischen 0 und 1 in I')\7 und
V(A= k) =1, V1)K, -

Bemerkung 2.60 Teitelbaum zeigt in [Tel] mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch
die selbe Dimensions-Formel fiir die Dimension des Raumes Si(I',) der Drinfeldschen
Spitzenformen vom Gewicht k zu einer Kongruenzgruppe I',. In Abschnitt 2.8 werden
wir einen Isomorphismus zwischen Si(I'y,) und Chgr (T, k) kurz skizzieren.

Beispiel 2.61 Sei k = 4,¢ = 2 und ', = I'{(7?). Dann ist

ditn Chay (T, k) = (1 — 4)x(T1(T2))

1

= 3% (GLa(Fy[T]) : T1(T?)) (22 -1)%(2—1)

=3%12/3 =12.
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6. >
7. >
8. >
9.

i
Abbildung 10: Der Quotientengraph von I'y (T?)\7T fiir k = [y

Abbildung 10 zeigt den Quotientengraph von I'y (T?)\7 . In der Abbildung sind die stabi-
len Kanten mit den Zahlen 1. bis 5. sowie 6. und 8. markiert. Die Kanten 1., 2., 3., 4. und
5. sind die fiinf stabile Kanten zwischen 0 und 1, es gibt einen stabilen Knoten der Stufe
0, der die Kanten 2., 3. und 4. als Nachbarkanten hat. Ein harmonischer Kozykel ist dann
dadurch bestimmt, dass wir auf den Kanten 1., 2., 3., und 5. Werte in V(1 —4) ®det?F
vorgeben. Sei {U2,U * V,V?} eine Basis von V(3) und sei {(U?)*, (U * V)*,(V?)*} die
duale Basis in V(—3) ® det? .

Sei ¢ gegeben durch die folgende Tabelle, in der die zu den Kanten geh6renden Matrizen
jeweils mit eingetragen sind.

1. (g’ (1)) (Ao, Ay) (U2)*
2. (‘1) ;) (Ao, Ar) (U V)
| (7 1) Qo v
5 (p4r Tt ) (o) | @

1 T
grenzen an diesen stabilen Knoten. Aus

0= > e@)=- > c@

eeS ees

vy = (0 ) Ag ist der einzige stabilen Knoten der Stufe 0. Die Kanten 2., 3., und 4.

70 90

folgt dann, dass ¢ an der Kante 4. den Wert —((U # V)* 4+ (V2)*) = (U = V)* + (V?)*
annimmt.

An der Kante 6. nimmt ¢ den Wert (U?)* + (U % V)* an und an der Kante 8. den Wert
(U2)* + (U= V)* + (VH)*
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Damit haben wir ¢ vollstindig auf den stabilen Bereich von I't(T?)\7 fortgesetzt.
Um ¢ an den instabilen Kanten 7. und 9. auszuwerten, miissen wir Stabilisatoren aus-
rechnen.

Die Kante e = 7. ist gegeben durch die Matrizen (A1, Ag) mit v = (; (1)) Aus

v 1 = v folgt M, =T, also W,QMA) = T. Nach 2.38 ist der Stabilisator der

Kante (A1, A2) also gegeben durch i

6O 6 )

und es gilt folglich fiir den Wert von ¢ an der Kante e

ce)= > &= > chr(fo, A1)

éeSrc(e) 4J€eStab(€)

2
= oo dn) + (T3l ) oo )

_ (Vz)* n <T2T—§ 1 szl 1) (V2)* 72, (U2)* + (T4 n 1)(‘/2)*‘

Die Kante € = 9. ist gegeben durch die Matrizen (A1, Ag) mit v = (TJ_E 1 T }I- 1). Es

Wﬁ%—l) = 1. Der Stabilisator der Kante (A1, As) berechnet

G666

10 T3 4+T72%2+1 T2 +1
= {
~ Yo 1)’ T4 T3 +T2+1)°
T+ 73 +1 T3 +T T+ T2 +1 T3+T2+T+1}
5 T4+ T3 +1)°\ T5+T* T4+ 72 +1

1 T+1
T+1 T2

ist M1 = T2, also

sich also zu

und mit e* = (< ) (Ao, A1))* berechnet sich der Wert von ¢ an der Kante

@)= Y A= N i)=Y )= Y AU

éeSrc(e) JeStab(e) JeStab(e) JeStab(e)
= (U + (T +T" + 1)« (U + T« (VA" + (TP + TO + 1) = (U*)" + T'0 = (V)"
H(TP+ T+ 1)« (U + (T + T®) = (V)" = (U*)".

2.8 Motivation I1

Teitelbaum hat in [Tel] eine Methode vorgestellt, wie man mit Hilfe von harmonischen
I'y-equivarianten Kozykeln Drinfeldsche Modulformen konstruieren kann. Wir stellen
hier nur kurz Teitelbaums Resultat dar. Fiir Details verweisen wir auf [Tel] beziehungs-
weise auf [Ge].

Sei K die Vervollstéandigung beziiglich v, vom algebraischen Abschluss von K und sei
Q := Ky — Ky die Drinfeldsche obere Halbebene. GLy (K ) operiert auf 2 via linearer
Transformationen.
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Definition 2.62 Fine Funktion f: Q — Ky heifst Modulform vom Gewicht k fiir die
Gruppe Iy, falls:

(a) Fiir~ = <Z Z) ey und z € Q gilt f(v2) = (cz + d)F f(2).

(b) f ist holomorph auf ).

(c) f ist holomorph an den Spitzen von T',,.
Wir schreiben My (L) fir den Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k fiir T,,.

Die Bedingung (¢) miissen wir noch genauer erkliaren. Sei A € K der Unterring von
Funktionen, die ausser an Unendlich keine Polstellen haben. Zu einem gebrochenen Ideal
L in A kénnen wir dann Funktionen er(z) und ¢y (z) definieren als

er(z) ==z H (1- 2) und tr(2) := eL(z)*1
aeL~{0}

Sei nun p eine Spitze von I';, und sei v € GLy(K) mit y(o0) = p. Sei U(p) := Stabp, (p).
Dann fixiert v 'U(p)~y die Spitze oo, also enthilt v U (p)y eine maximale Untergruppe
linearer Translationen der Form z — z + b mit b € L fiir ein gebrochenes Ideal L von
A (zumindest fiir die hier betrachteten I';). Mit diesem Ideal L definieren wir die zur
Spitze p gehorende rigide analytische Funktion ¢(, 1, (2) := ezl(z).

Sei nun p eine Spitze von I',. Wir nennen eine Funktion f : ) — K holomorph an p,
falls wir eine Entwicklung

£2) = Y aitlyr,)(2)
120

haben.

Definition 2.63 Fine Modulform heifit Spitzenform, falls fiir alle Spitzen p gilt: In
Z aitépypu)(z)

120
ist ag = 0. Wir schreiben Sk(T'y,) fiir den Vektorraum der Spitzenformen vom Gewicht
k fir T'y.

Teitelbaum beweist nun in [Tel, Theorem 16] folgenden Satz:

Satz 2.64 Sei T, eine Kongruenzuntergruppe von GLo(K) und sei k = 2. Dann gibt es

einen Isomorphismus
Sk(ru) - Char(rm k)

Wir wollen hier nur kurz skizzieren, wie man von Spitzenformen zu harmonischen Kozy-
keln kommt. Fiir Details verweisen wir auf [Tel]. Teitelbaum konstruiert in seiner Arbeit
eine Reduktions-Abbildung von €2 nach 7, die mit der GLa (K« )-Operation kommutiert.
Die Urbilder der Ecken und Kanten bilden einen Atlas von €2 im Sinne der rigiden Geo-
metrie. Mit Hilfe dieser Abbildung kann man zu jeder komplex-wertigen holomorphen
1-Form f(z)dz auf Q das Residuum Res, f(2)dz fiir eine orientierte Kante e definieren.
Zu einer Spitzenform f vom Gewicht k zu einer Untergruppe I';, © GLo(FF,[T']) definieren
wir dann einen Kozykel Res(f) vom Gewicht k& durch

Res(f)(e)(XY*727) .= Res 2 f(2)dz

Die Harmonizitdt von Res(f) folgt aus dem rigid-analytischen Residuensatz und die T',,-
Equivarianz von f folgt aus der Modularitéit von f. Teitelbaum zeigt dann, dass die so
erhaltene Abbildung Si(I"y) — Char (', k) ein Isomorphismus ist.
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2.9 q # 2,F0(N) M Fl(T)

Der vorgestellte Algorithmus zum Berechnen von Chg,.(I'y, k) funktionert im Fall von
'y = To(N) und g # 2 nicht, da es in diesem Fall keine stabile Kanten gibt. In diesem
Abschnitt wollen wir kurz einen Ausweg skizzieren. Gelte im gesamten Abschnitt ohne
Einschrinkung ggT(N,T) = 1. Dem Problem kénnen wir dann ausweichen, indem wir
erst Char(To(N) n I'1(T), k) berechnen, und dann darin Chg,(I'o(N), k) wiederfinden.
Die Gruppe I'o(N) n T'y(T) ist I'-torsionsfrei als Untergruppe von I';(T"). Wir werden
im Folgenden erkléren, wie wir den Graph (I'o(N) n T'1(7'))\7 berechnen. Danach wer-
den wir die Struktur des Graphen analysieren und zeigen, wie man Chg,(I'o(N), k) in
Char(To(N) nT'1(T), k) wiederfinden kann. Dieser Algorithmus wurde in der Arbeit al-
lerdings nicht implementiert. In vielen Féllen ist Si(I'o(/N)) ohnehin trivial, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 2.65 Firq # 2, N =p prim und q — 11k ist dim Sg(To(N), k) =0

BEWEIS: Siehe [Ge][VIL.6] m

Die Bedingung ggT(N,T) = 1 ist in diesem Abschnitt nur eine technische
Einschrankung. Falls ggT(N,T) # 1 ist, muss man ein anderes Polynom M suchen,
mit deg(M) minimal und ggT (N, M) = 1. Der Trick funktioniert dann genauso mit der
Gruppe I'o(N) n T’y (M), also der Berechnung von Chg,-(T'g(N) n T'1(M), k).

2.9.1 Bestimmung eines Reprisentantensystems

Um (Fog(N)nT'1(T))\T zu berechnen, brauchen wir zunéchst ein Repriasentantensystem
von I'g(N) n 'y (T") in GLo(F,[T]). Danach kénnen wir dann wie in Satz 1.26 vorgehen.

Lemma 2.66 Es ist

(Pul¥) A T (TINGLa(E ) = P ry) = () (e 67 0,0)

BEwEIS: Da ggT(N,T) = 1 ist, gilt nach dem Chinesischen Restsatz
(To(N) n T (T)\GL2(Fg[T1]) = To(N)N\GL2(Fq[T]) x T (T)\GL2(Fq[T7])

Die Aussage folgt dann aus Korollar 1.23 und Satz 1.25. n

Durch das Ausweichen auf T'o(N) n I'1(7') kommt also ein zusétzlicher Komplexitéts-
faktor von ¢* hinzu.

Um mit dem Vertretersystem konkret zu rechnen, erklaren wir nun kurz, wie eine Ma-
trix aus PY(F,[T]/N) x (I%I (1)) {(c,d) € (Fg)* ~ (0,0)} auf kanonische Weise nach
GL2(F,[T1]) geliftet werden kann.

Nach dem Chinesischen Restsatz gilt Fo[T|/(N *T) = Fy[T]/N xFy[T]/T = F4[T]|/N x
F,. Sei ¢ : F[T]/N x Fy — F,[T]/(N = T) die Umkehrung. ¢ kann einfach mittels
Chinesischem Restsatz berechnet werden.
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Weiterhin haben wir einen Isomorphismus
¢ : SLo(F,[T]/(N =« T)) — SLa(F4[T]/N) x SLa(Fy)

a b . (amodN b mod N a mod T bmodT)
c d cmod N dmod N)’\cmod T d mod T

¢~ ! ist dann gegeben durch:

SLa(F,[T]/N) x SLa(F,) —> SLa(F,[T]/(N «T)
(oY (VY L, (lad) )
c d)’\d d P(e,d) Y(d,d)
Wie in Abschnitt 1.7.1 erklért, kénnen wir P*(F,[T]/N) berechnen und zu Elementen
v € SLo(F,[T]/N) liften. Ein Tupel {(c,d) € (F;)? \ (0,0)} kénnen wir auf kanonische

Weise zu einer Matrix 7/ € SLa(F,) ergéinzen. Dann berechnen wir 7" := ¢~ 1(v,7’) und
liften 4" wie in Satz 1.33 beschrieben zu einem Element § € SLy(F,[7]). Diese Elemente

0 1

Um zu einer gegebenen Matrix v € GLa(F,[T]) eine (I'g(NN) nI'1(T))-dquivalente Matrix
aus dem eben konstruierten Vertretersystem zu bestimmen, multipliziert man erst mit

—1
p = (det(’y) O) und erhilt eine Matrix 7' := py € SLy(F,[T]). Zu + bestimmt

e . . . >0
multiplizieren wir dann noch mit Matrizen aus ( d )

0 1
man, wie im Abschnitt 1.7.1 erkldrt, eine I'g(NV)-dquivalente Matrix § € SLo(F,[T']/N).

Weiterhin nimmt man mit v = (Z Z) die Eintrige ¢ := ¢ mod T undd’ :=d mod T,

und ergénzt (¢’,d’) auf kanonische Art zu einer Matrix ¢’ € SLy(F;) und berechnet
§" := ¢ 1(6,0") € SLa(F,[T]/N = T). Das Element §” liftet man dann nach SLa(F,[T])
und multipliziert mit p~!. Das Ergebnis ist dann eine zu v #quivalente Matrix aus
GL2(F,[T1]), die zum abgespeicherten Vertretersystem gehort.

2.9.2 Die Struktur des Quotientengraphen

Die Quotientengraphen (I'g(N) n I'1(7"))\7 unterscheiden sich in ihrer Struktur nicht
wesentlich von den Quotientengraphen I';(N)\7. Um die vorkommenden Knoten zu
charakterisieren, gehen wir dhnlich wie in Abschnitt 2.4.2 vor. Wir untersuchen also erst
die Stabilisatoren von Kanten und zeigen, dass fiir eine instabile Kanten auf dem Pfad
nach b(e) die Stabilisatoren regelméssig, um g-Potenzen wachsen. Wie in 2.4.2 erhalten
wir dadurch eine komplette Ubersicht iiber den Quotientengraph.

Satz 2.67 (a) Sei x € X(T) ein (To(N) n I'1(T))-instabiler Knoten der Stufe i > 1
und sei t = x1 — To — T3 — ... der nach Lemma 2.21 eindeutige instabile
Pfad nach Unendlich. Dann gilt Stabr zy~r, (1) (2:) S Stabpg(zyr, (1) (Tit1) und
#(Stabr(nynr, (1) (Ti+1)/ Stabryzyar, (1) (i) = ¢

(b) Sei (x1,22) =y € Y(T) eine (To(N) n T'1(T))-instabile Kante zwischen Knoten
der Stufe 0 und 1 und sei x1 — xo — x3 — ... der nach Lemma 2.21 eindeutige
instabile Pfad nach unendlich. Dann gilt Stabry(n)~r, (1) (y) S Stabr(ny~r, (1) (72)
und StabFo(N)mFl(T) (l‘l) c StabFo(N)mFl(T) (l‘i+1) furz =2 und
#(Stabr(v)nry (1) (¥2)/ Stabrg(nyar, (1) (y) = g bzw.

#(Stabr(v)nry (1) (®i+1)/ Stabryvyary (1) (i) = ¢ fir i = 2.
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® >
Abbildung 11: Der Quotientengraph von (T'o(7? + 1) n T'1(T))\7 fiir k = F3

BEWEIS: (a) Sei z € X(7) ein Knoten der Stufe i > 1 und sei yA; ein Vertreter des
Knotens z in (I'y (T) nTo(IN))\7 . Dann gilt Stabp,(ny~r, (1) (*) = Stabp, (7)(z) "To(N).
Im Beweis von Satz 2.36 haben wir gezeigt, dass zu jedem < ein Polynom M, existiert

mit
1 . . _
Stabr, (1y(7) = fy{(o {) | feF[T],deg(f) <iund M, teilt f}vy 1
Sei v = (CCL 2) und sei f ein Polynom in Fy[T] mit deg(f) <7 und M1 | f.
Dann ist
1 f\_ 1 1 a b\ (1 f d —b) _ * *
Mo 1)7 Tad-be\e d)\0 1)\ a)” \(ad—be)t2f =
genau dann in Io(N), wenn ¢f =0 mod N gilt. Mit N’ := ﬁf) also genau dann,

wenn f =0 mod N’ ist, also wenn N’ das Polynom f teilt.
Also ist

Stabr, (r) (YA:) " To(N) = (é {) | f € Fy|T],deg(f) < i, kgV(M, 1, N') teilt [}y

Diese Menge wird mit wachsendem 7 um jeweils g Elemente grofler.
(b) analog zu (a). m

Genau wie in Abschnitt 2.4.2 folgen daraus die folgenden beiden Korollare:

Korollar 2.68 In (I'o(N) nT'1(T))\T gibt es nur die folgenden beiden Typen von Kno-
ten der Stufe i > 1:
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7€ X((11(0) n T1(T)\T) stabil | € X(Lo(N) A CL(T)\T) instabil

Korollar 2.69 In (I'o¢(N)nI'1(T))\7T gibt es nur die folgenden beiden Typen von Kno-
ten der Stufe 0:
x € X((To(N)nT1(T)\T) stabil | z € X((To(N) nT'1(T))\T) instabil

e’ stabil

q+1 <

e instabil

Auch in diesem Fall ist der stabile Bereich im Quotientengraphen also zusammenhéng-
end. Mit n = deg(NV) gibt es nach Satz 1.30 hochstens bis zur Stufe n— 1 stabile Knoten.
Wir kénnen wieder direkt am Quotientengraph ablesen, ob ein Knoten oder eine Kante
stabil ist. Weiterhin gelten die Aussagen aus Abschnitt 2.5 und Abschnitt 2.6 auch fiir
Lo(N) n I'1(T).

2.9.3 Berechnung von Cj,.(I'0(N), k)

Nach den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt, sind wir nun in der Lage,
Char(To(N) nT'1(T), k) zu bestimmen. Das néichste Lemma zeigt dann, wie man daraus
Char(To(N), k) bestimmt:

Definition 2.70 Sei G' € G eine Untergruppe. Dann bezeichne
CChar(G' k) == {p € Char(G, k) | p(ve) = vol(e) fiir alle v € G} die G-equivarianten
Elemente aus Char (G’ k).

Lemma 2.71 Char(r()(N), k) = FO(N)/(FO(N)mrl(T))Char (FO(N) N Pl(T))

BEWEIS: Sei ¢ € o)/ (To(N)nl(T) To(N )mFl(T) k) und sei vy € I'g(N). Dann gilt

har
v = 4’4" mit 4 € To(N)/(To(N) N Fl( )) und 4" € To(N) n T'1(T). Aus der Definition
von FoN)/ (oM (T) ¢y (To(N) AT (T), k) und der (I'o(N) nT'1(T))-Equivarianz von
 folgt dann

p(ve) = o(v'7"e) = v'e(v")e = 77" ele) = yple)
Da ¢ auch harmonisch ist, gilt also ¢ € Che,-(Fo(N), k).
Umgekehrt sei ¢ € Chqr(T'o(N), k). Dann ist ¢ natiirlich auch in Chq,(I'o(N) n T (7)), k)
und es gilt fiir v € To(N)/(To(N) nT'1(T)) aufgrund der I'yg(V)-Equivarianz von ¢ auch
o(ve) = yp(e). Also ist ¢ € FoW/To(N)AT)Cy  (To(N) nT1(T), k). u
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3 Hecke-Operatoren

In diesem Kapitel definieren wir die Hecke-Operatoren auf harmonischen Kozykeln
und liefern einen Algorithmus zum Berechnen einer Darstellungsmatrix der Operato-
ren beziiglich der Basis aus Kapitel 2.

3.1 Die Operatoren 7T,

Sei I'y, eine der zuldssigen Kongruenzuntergruppen aus Abschnitt 2.7 und sei p € F,[T]
irreduzibel mit ggT(V,p) = 1. Sei

e s (&) 10=0 mod p)

Unser erstes Ziel ist es, Hecke-Operatoren T}, auf Chqr(I'y, k) zu definieren.

Lemma 3.1 Wir haben eine Bijektion

®,:TynTo(p) — TunTp)

—1
N p 0 p 0
R CRIRIC

BEWEIS: Sei v = (CCL 2) el nTy(p).
Da ~ e T'g(p) ist, folgt

69 -5 -rer

Da ggT(N,p) = 1 war, ist fiir v € T'y, auch 4/ € T,
Insgesamt ist die Abbildung ®, wohldefiniert.
Genauso zeigt man, dass die Abbildung

I‘u N Fo(p) - I‘u M FO(p)
1
P 0 p O
wohldefiniert ist.

Die beiden Abbildungen sind invers zueinander, also ist ®,, bijektiv. =

Lemma 3.2 Seic:Y(7T) — V ein harmonischer Kozykel. Dann definiert é(e) =
~vc(de) einen harmonischen Kozykel ¢:Y (T) — V.

BEWEIS: Sei v € X(7) beliebig und bezeichne vs := Jv. Dann ist

Z é(e) = Z ~ve(de) = Z c(de) =~ Z c(é) =40 =0.

e—v e—v Sand) é—uvg
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Sei nun ¢ € Chqr(T'y, k) gegeben. Sei
7y (Dy nTO(P)\T — L \T
die Projektion und sei m3c := comy der Pullback von ¢ beziiglich 7p. Zu einer Abbildung

Y (T) — V sel @(c)(e) = (g (1))1c( (g (1)) ).

Weiterhin sei zu ¢: Y(7) — V € Char(T'y n To(p), k) die Spur von ¢ gegeben durch
trr, (c)(e) := Z 5 Le(de)
0e(TunTo(p))\'u

firee Y(7).

Die Abbildung tr;, ist Unabhéngig von der Wahl des Reprisentantensystems von (I', n
Lo(p))\I'y. Seien {01, ...,6;} und {d,...,0;} zwei Reprisentantensysteme und gelte 0; =
7i6; mit v; € I'y, " Tp(p). Dann gilt mit der (I'y, n T'o(p))-Equivarianz von ¢

! l l
D) Te(die) = Y6y e(idie) = Y65 e(Gimi).
i=1 i=1 i=1
Damit kénnen wir jetzt die Hecke-Operatoren 7T}, definieren:
Definition 3.3 Zu c € Cpqr(L'u, k) definiere Ty := try, 0@ o m5(c).

Das folgende Diagramm veranschaulicht die Definition von T),:

o*

Char(ru N r(](p)y k) - Char(ru N FO(p)7 k)
" . <I>;o7r§(c)
ot e Char(Dusk) A ; v

Satz 3.4 T, ist wohldefiniert.

BEwEIs: Wir zeigen die Wohldefiniertheit von 7}, in 3 Schritten:

1.: Zu zeigen: Fiir ¢ € Chgpr(Ty, k) ist m3c € Char (T N T0(p), k).

Dass 73 die Harmonizitiit erhilt ist unmittelbar klar. Die I';, n I'°(p)-Equivarianz von
w5 folgt direkt aus der I',-Equivarianz von c.

2. Zu zeigen: Fiir ¢ € Cpor(T'y 0 T0(p), k) ist ®%c € Char (Du 0 Lo(p), k).

Die Harmonizitédt gilt nach Lemma 3.2. Fiir die I', nT'g(p)-Equivarianz sei v € I', nTo(p).
Dann gilt

w0 = (5 8) af D)o-(0) « @D ()

-
-~

€l nI'9(p) nach Lemma 3.1

() GG A )a-me
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3. Zu zeigen: Fiir c € Cpor(I'y 0 To(p), k) ist tra, (¢) € Char (Lus k).

Die Harmonizitét gilt wieder nach Lemma 3.2 und der Tatsache, dass die Summe von
harmonischen Kozykeln wieder harmonisch ist. Fiir die I',-Equivarianz sei v € I';,. Dann
gilt

trr, (ve) = Z 5 te(dve) = Z (671 ey ye)
8e(TynTo(p))\ 3y~ te(Tunlo(p))\y
— Z 5 te(de) = vty (e).

3y~ 1e(TunTo(p))\I'u

Indem wir die Definition 3.3 auswerten, erhalten wir eine geschlossene Formel fiir 7T),.

Tpc(e) = trr, (P,(m3(c)))(€) = > 5@y (m3(c)) (de)
6e(TunTo(p))\[w

—1

_ 0 p O

= 2 51 (p ) c(< ) de).
5€(Tunlo(p))\Tu 01 01

Satz 3.5 T, ist ein linearer Operator auf dem Vektorraum Chep(Ty, k).

BEWEIS: Seien ¢, € Chor(Ty, k), A € Ko. Dann ist

To(c + ) (e) = E@)M 51 (g (1)) - (c+ c’)((g (1)) 5e)

5E(Fu ﬁro

el () )

6e(TunTo(p))\['u

D (5 ?)lc«(g 1) 80) = Te)e) + 3o

und

nog@= ¥ (59 oot U)o
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3.2 Berechnung von 7,

3.2.1 Berechnung von (I';, n T'o(p))\I'y

Da N und p teilerfremd sind, ist fiir ', eine der Gruppen I'g(N),T'1(N) und I'(N) nach
dem Chinesischen Restsatz

(Cw 0 To(p))\GL2(Fg[T]) = I'\GL2(Fg[TT) x To(p)\GLa(F4[T7)

Wie in Abschnitt 1.7.1 beschrieben berechnen wir T'o(p)\GLa(F,[T]) = PL(F,[T]) als
Teilmenge von SLo(F4[T']/p). Weiterhin berechnen wir wie in den Abschnitten 1.7.1,

1.7.2 und 1.7.3 T',\GL2(FF,[T]) als Teilmenge von <IE(;‘1 (1)> x SLo(F,[T]/N).

Nach dem Chinesischen Restsatz gilt wieder

SLa(F,[T1/N) x SLa(Fy[T1/p) = SLa(F,[T]/Np)

Mit diesem Isomorphismus gilt dann

(Cu 0 Fo(p)\GL2(Fg[T1]) = TW\GL2(Fg[T1]) x To(p)\GLa(Fg[TT)
F* 0 F> 0
< (5 1) *StaEIr/N) < StaE Tl = (7 )  SLae, 71/
Die Matrizen aus SLg(F,[T]/pN) liften wir wie in Abschnitt 1.7.2 beschrieben nach
SLa(F,[T]) und erhalten insgesamt Matrizen aus GLo(IF4[77]).
Bezeichne v : T',\GLa(F,[T]) x P*(F,[T]/p) — GL2(F,[T]) die so erhaltene Abbildung.
L 0) x F,[T]/p). Auf diese Art

0 1
haben wir automatisch Vertreter mit Determinante 1 gewé&hlt.

Ein Vertretersystem von (I', nT'g(p))\Z ist dann )~ ( (

3.2.2 Berechnung der Operatoren

Wir hatten durch Einsetzen der Definition erhalten:

nee= % e EHE

6e(CunTo(p))\I'u

S O I S () L (A B (A KL R I (A

Funlo(p)\I'w

Die Berechnung der Operatoren vereinfacht sich also etwas, wenn wir anstelle von {¢ €

T A To(p))\Iw} die Mengen X := {(g (1)) 51 (g (1)) 71} und

1

Y = { p 0 5 (P 0 } im Voraus abspeichern.

01 0 1
Da nach Abschnitt 2.7 ein Kozykel eindeutig durch seine Werte auf einem Teil der sta-
bilen Kanten zwischen 0 und 1 bestimmt ist, miissen wir zum Bestimmen einer Darstel-
lungsmatrix von 7}, beziiglich der Basis aus 2.7 die Operatoren T}, lediglich auf stabilen
Kanten zwischen 0 und 1 berechnen.
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Die Aufgabe ist es dann, fiir eine stabile Kante der Form e = v(Ag, A1) den Wert T),(c)(e)

zu bestimmen. Dazu miissen wir fiir Matrizen ¢’ aus Y den Wert ¢(¢’ (g (1)) v(Ao, A1))

bestimmen.

Die Aufgabe ist also, zu der Kante ¢/ = ¢’ (g (1)) v(Ag, A1) die dquivalente abgespei-

cherte Kante in I',\7 zu finden.
Dazu betrachten wir die beiden Matrizen

(P 0)_(1 0
w506

(P O\, (1 0
= (5 1)7 6 2)

Diese Matrizen entsprechen Anfangs- und Endknoten der Kante €’.
Mit Hilfe des Algorithmus aus Satz 1.19 konnen wir die Matrizen A; dann schreiben als

(1 ooy,
Ti\g ki )V

mit Yi € GLQ(Fq[T]), k‘l € N>0 und o, € GL2(OOO)KSO fiir i = 1,2.
Da €’ eine Kante von 7 ist, gilt dann |k — ko| = 1.
Im Fall ks = k1 + 1 > 2 entspricht kénnen wir die Kante ¢/ dann in der Form

1 0) 1 (1 0
g ok ) 2y ke )

schreiben, wobei v = Stabgr,r, [17) (Ak,) ist.

Die Kante ¢’ ist dann die Kante v (Ag,, Ak,)-

Im Fall k1 = k2 + 1 > 2 erhalten wir entsprechend die Kante v2(Ag,, Ax,)

= (2(Any, Aky))*

Im Fall k2 = k; + 1 = 1 haben wir das Problem, dass Stabgr,,[7])(Ao) nicht in
Stabgr,(r,[r1) (A1) enthalten ist. Stattdessen miissen wir ein a € Stabgr,r,[17)(Ao) =

und

GLy(F,) suchen mit ay; 'y € Stabar,(r,[r7) (A1) und schreiben dann e’ um als

(1 0 L (1 0
o (a 0 k1) 0N 2o ke )

Die Kante ¢’ ist dann die Kante y1a 1t (Ag, Ay).

Im Fall k; = ky + 1 = 1 gehen wir genauso vor und erhalten die Kante yoa ™' (A1, Ag) =
(yaa ' (Ao, A1)*).

In allen 4 Fillen haben wir also die Kante e’ schreiben kénnen als ~/(A;, A;11) mit
v € GLo(F,[T]). Wir schreiben dann 4 = +”s’ mit s’ ein Reprisentant aus dem
abgespeicherten Reprisentantensystem von I')\GL2(F4[T]) und 4" € I',. Die Kan-
te s'(Aj,Ajy1) ist eine der Kanten aus der Uberlagerung der Standardgerade Y aus
Satz 1.26, zu der wir beim Ausrechnen von I',\7 eine I',-dquivalente Kante abgespei-
chert haben.
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3.2.3 Beispiel ¢ =21, =11(T),p=T+1
Wir wollen kurz das Beispiel ¢ = 2,T', = I't(T") und p = T + 1 angucken. Der Graph
'y, n\7 hat genau eine stabile Kante e, die durch ((1) (1)) (Ao, A1) gegeben ist.

o et~ (o 1) (5" 20) (5 0)

und folglich

Also erhalten wir

(T+1 T2+T) (T+1 T2+ T
+ o

T

(e D D@ )G o) o)

Aus Algorithmus 1.19 erhalten wir fiir die erste Kante:

p 0\ /0 1 (10
(0 1) <1 0) AO_(O 1) Arag
» 0\ /0 1 (10
(0 1) (1 0) Al_(o 1) Aoy

mit ag, a1 € GLa(Oy) K7,
Also entspricht die erste Kante der Kante

(5 1) oo

Fir die zweite Kante erhalten wir

T+1 T?>+T\ (p 0\ /[0 1 T 1
G ri) (60 o) (0 g)am

T+1 T?24+T\ (p 0\ /0 1 T 1
(L T+1)(0 1) (1 O)Al_(l O)Azo‘l'

T+1

und

und

Die zweite Kante entspricht also der Kante

LT

Fiir die dritte Kante erhalten wir

1 0 p0>(0 1) <1 1)
Ao = Ao
<TL+1 1)(01 1070 \o 1)
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und

1 0) (p 0) (0 1) (1 0)
A1= Aoal.
(TLH 1)\0 1/\1 0 0 1

Die dritte Kante entspricht folglich der Kante

(((1) 1) (2 (1)) (Ao, A1))".

Die dritte Kante ist die stabile Kante e mit umgedrehter Orientierung. Die ersten beiden
Kanten sind die beiden instabilen Nachbarkanten von e. Daher haben die Kanten jeweils
einen 2-elementigen Stabilisator und es gilt

(g 1) asy == (g V)et@- (g 1)e@

(7 o) a = (g e+ (5 7).

Insgesamt erhalten wir

nee = (5 ) (o (3 1) w0+ ("1 1)

(8 G b))

3.3 Berechnung von Hecke-Eigenwerten

und

Wir haben in Abschnitt 2.7 eine Basis von Chg,-(I'y, k) explizit angegeben. Mit Hilfe der
Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 kénnen wir jetzt die Darstellungsmatrix von 7}, beziiglich
dieser Basis sowie die Eigenwerte von 7}, berechnen.

Dazu bestimmen wir wie in 2.7 beschrieben eine Teilmenge X = {e; | i =1,..., —x(T'y)}
der Kanten zwischen 0 und 1 von I',\7, durch die ein Kozykel eindeutig bestimmt ist.
Es ist dann dim Cpg, (Do, k) = (K — 1)m mit m = #X. Sei V(1 — k) = {(vy,..., v 1)K,
und B die Basis

{(ei,vj) ‘ e, € X,5 = 1,...,]{7*1}

Wir wollen M, := Mat®(T,) berechnen.

M, ist eine (k—1)*m x (k—1) #m-Matrix. Fiir die ersten (k—1) Zeilen initialsieren wir
e1 mit dem Wert v;,j = 1,...k — 1 und alle anderen e; # e; mit dem Wert 0. Dadurch
erhalten wir ein Kozykel ¢ € Cpq(I'y, k) Dann berechnen wir wie in 3.2 beschrieben
Tpe(er) = Ar1v1 + -+ + Ap g—1vg—1 und schreiben die Koeffizienten A;j, in die ersten
k — 1 Stellen der Zeile j. Danach berechnen wir Tpc(ea) = Ao 1v2 + -+ + Ao 10,1 und
schreiben die Koeffizienten Ay 5, in die néchsten & — 1 Stellen der Zeile j. Die Zeile j ist
also insgesamt von der Form

(/\171 e /\1,k71 /\271 e )\27]@,1 e >\m7k71)

Fiir die néchsten (k —1) Zeilen initialisieren wir e mit dem Wert v;,j = 1,...k—1 und
alle anderen e; # e mit dem Wert 0 und berechnen die Zeilen (k — 1) + j analog.
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Allgemein berechnen wir die [ * (k — 1) + j-te Zeile, indem wir die Kante e¢; mit dem
Wert v; initialisieren und alle e; # e; mit dem Wert 0 initialisieren. Insgesamt erhalten
wir eine (k — 1) #+m x (k — 1) *m-Matrix, die die Darstellungs-Matrix von M7, beziiglich
der Basis B ist.

Beispiel 3.6 Wir wollen das Beispiel aus 3.2.3 nochmal angucken. Mit der dort ange-
gebenen Formel fiir 7},(c)(e) ergibt sich fiir k = 3 die Matrix

b 1)

mit Eigenwerten 1 und 7"+ 1 und fiir £ = 4 die Matrix
1 0 0
0 T+1 0
0 0 1

mit Eigenwerten 1 mit Vielfachheit 2 und T + 1.
Fiir k£ = 5 erhalten wir die Matrix

1 72 T 0
0 1 T 0
0 72 1 0
0 73 73 1

mit den Eigenwerten 1 mit Vielfachheit 2 und dem Eigenwert 1 + T3 mit geometrischer
Vielfachheit 1 und algebraischer Vielfachheit 2. Der Operator ist also nicht diagonali-
sierbar.

Diese Eigenwerte entsprechen denjenigen aus [Li], die die Hecke-Operatoren fiir die
Gruppe I'1(T') dort auf eine andere Art explizit ausgerechnet haben.
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In diesem Abschnitt wollen wir beispielhaft fiir kleine ¢ und einige Polynome N und p Ta-
bellen mit Eigenwerten der Operatoren T}, auf Cpq, (I'1(N), k) angeben. Die Tabellen sind
aufsteigend nach Gewicht geordnet und listen jeweils die Euler-Poincare-Charakteristik
von I't (), die Dimension von Chg,(I'1(NNV), k) und die invarianten Faktoren von 7, in
F,(T)[X] mit ihrer jeweiligen Vielfachheit.

|q:2|N:T|p:T+1 |X(1"1(T)):—1

k dim Cher (I'1 (T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 1 (X +1,1)

3 2 (X +1,2)

4 3 (X+1,2); (X+T+1,1)

5 4 (X +1,2); (X2+T°+1,1)

6 5 (X +1,2); (X +T?+1,1); (X +T+1,2)

7 6 (X +1,2); (X +T7+1,2); (X?+T°+1,1)

8 7 (X+1,2); X +T3+T*+T+1,1); (X +T3+1)%1);
(X +T+1,2)

9 8 (X +1,2); (X?4+T+T°+T3+1,2); (X?+T"+1,1)

10 9 (X +1,2); (X +T%+1,1); X +T%+1,2); (X +T*+
T3 +T+1)%1); (X +T+1,2)

|q:2|N:T|p:T2—|—T+1 |X(1"1(T)):—1

k dim Cher(I'1(T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 1 (X +1,1)

3 2 (X +1,2)

4 3 (X +1,2); X +T*+T+1,1)

5 4 (X +1,2); (X2+T5+T3+1,1)

6 5 (X +1,2); (X +T?>+T+1,2); (X +T*+T?%+1,1)

7 6 (X+1)31); (X +T*+T?+1,2); (X2+TO+T5+1,1)

8 7 (X+1D)21); (X +T?+T+1,2); (X +T+T3+1)%,1);
(X+T6+T5+T3+T+1 1)

9 8 (X+1,1); (X2+T2+TO4 T+ T34+1,1); (Xo+ X1+
(T 4+ T2+ TOFTT+T5+T3) « X3+ (T +T'° +
T T+ TYO T +T5+T3)« X2 4+ (T0+ T2+ T +
T25+T24+T21 +T20+T16+T15+T14+T13+T12+
TU+T +T+ T34+ 1)« X + T30+ T% + T3 + T3 4
T30+T25 +T24+T23+T22+T20+T19+T18+T17+
TYO T T4 T8 T2 T4 T+ TS5+ T3+ 1,1)

10 9 (X +1,2); (X +T " +T%+1,2); (X +T*+T+1)%1);
(X+T8+TH+1,1); (X +T8+T"+TC+T5+T* +
T3+T?+T+1)%1)
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|¢=3|N=T|p=T+1 | x(Ty (1)) = -1 |
k dim Che, (I'1 (T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit
2 1 (X +2,1)
3 2 (X +2,2)
4 3 (X +2,2); (X+T+2,1)
5 4 (X +2,2); (X +2+T+2,2)
6 5 (X 4+2,2); (X +T2+2,1); (X +2+T7+2,1); (X +2+
T? +T+2,1)
7 6 (X +2,2); (X24+(T+1)«=X+T*+2+T +1,2)
8 7 (X +2,2); (X +2+T+2,2); (X +T°4+2,1); X +T°+
T?+2+T+2,1); (X +2+T3+2+T?+2xT +2,1)
9 8 (X +2,2); (X +2+T?°+T+2,2); (X?+(T3+1)+X +
T*+2+T3+1,2)
10 9 (X +2,2); (X +T3+T+2,2); (X +T4+2,2); (X +2%
T4 42,1); (X 42T+ T+2,1); (X +2+TH+T3+2,1)
|¢q=3|N=T|p=T+2 | x(T1(T)) = -1 |
k dim Cher (I'1 (T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit
2 1 (X +2,1)
3 2 (X +2,1); (X +1,1)
4 3 (X +2,2); (X+T+1,1)
5 4 (X+2,1); (X+1L,1); (X +T+2,1); (X +2+T+1,1)
6 5 (X +2,2); (X +T?+1,1); (X +2+T?+1,1); (X +2%
T? +2xT +1,1)
7 6 (X+2,1); (X+1,1); (X2 +(T+2)« X +T*+T +1,1);
(X2 +(2+T+1)«X+T*+T+1,1)
8 7 (X +2,2); (X +2+T+1,2); (X +T34+1,1); (X +T° +
2+ T2+ T +2,1); (X +2+T3+T*+T +2,1)
9 8 (X +2,1); (X +1,1); X +T*+T+1,1); (X +2=
T?+2+T+2,1); (X2+(T?+2)« X + T+ T3 +1,1);
(X2 +(2+T34+ 1)« X +TH+T32+1,1)
10 9 (X +2,2); X+T3+T+1,2); (X +T*+1,1); (X +
T4 4+2,1); (X +2+T4+1,1); (X +2+T4+2+T +2,1);
(X +2+T*+2T3+2,1)
l¢=3|N=T[p=T"+1 | x(T1(T)) = -1 |
k dim Cher(I'1 (T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit
2 1 (X +2,1)
3 2 (X +2,2)
4 3 (X +2,2); (X +2+T?+2,1)
5 4 (X +2,2); (X +2+T7+2,2)
6 5 (X +2,2); (X +2+T*+2,2); (X +2+T*+T? +2,1);
7 6 (X+2,2); (X2+ (25T +2+T%+1)s« X +TS+TH+T2+1,2)
8 7 (X +2,2); (X +2+T%+2,2); (X +2+T°+2+T+2«
T? +2,2); (X +2+T¢+2/1)
9 8 (X +2,2); (X +2+T*+T?+2,2); (XZ+(2+T0 +2+
T+ 1)« X + T8+ T +T* +1,2)
10 9 (X +2)2%,1); (X +2+T+TH+2+T?+2,2); (X +2%
T8 +2,2); (X +2+T8+T4+2,1); (X +2+T8+2x
T*4+2+T?+2,1); (X +2+T8+2+T04+2+T*+2.1)
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|¢=3|[N=T | p=T>+T+2

XM (T)) = —1 |

k

dim Cpe, (I'1(T))

Invariante Faktoren von T}, mit Vielfachheit

1

(X +2,1)

(X +2,1); (X+1,1)

2
3
4

(X +2,2); (X +2+T?+T+1,1)

QY =] W DN

(X +2,1); (X +1,1); (X +T?+T+2,1); (X +2+T? +
2+T +1,1)

(X+2,2); (X +2+TH+T%+1,2); (X +2+T*+2+T>+1,2);
(X +2+TH+T3+T?+2+T +2,1);

(X +2,1); (X +1,1); (X2+(T*+T?*+2+T+1)+ X +
T8 +2+T°4+2xT?+T+1,1); (X24+ (2T +2+T%+
T+2)s« X +T8+2+T°+2+T>+T+1,1)

(X +2,2); (X +2+T?+2+T+1,2); (X +2+T0+ T3 +
1,1); (X +2#T64+2+T°+2+ T3 +2+T? +T +2,1);
(X +2+T0+2+T5+2+T*+ T34+ T +2,1)

(X+2,1); (X+1,1); (X +TH+2+T34+2+ T2+ T +1,1);
(X +2+TH4+T3+T?+2+T+2,1); (X2 +(TC+T*+2%
T34+ 1)« X +T84+2+TT+2+TO+T34+1,1); (X2 + (2%
TC+2+TH4+T342)« X + T8+ 2+T"+2+T+T34+1,1)

(X+2)21); (X +2+TC+ T +T3+2+T*+ T +1,2);
(X +2+T8+2,1); (X +2+T8+T*+1,1); (X +2%
T84+2+T*+1,1); (X +2+T8+T°+T? +2+T +2,1);
(X +2+T8+TT+T6+2+T3+2,1)

la=14

=

|p=T+1

XM (T)) = —1 |

dim Che (T'1(T))

Invariante Faktoren von T}, mit Vielfachheit

(X +1,1)

X+1,2); ( X+T+1,1)

(X 4+T+1,2); (X +T%2+1,1)

(
(X +T%+1,2); (X2+T°+1,1)
X+1,4); X+T+1,2); X+T3+T>+T+1,1)

)
)
)
X+1,2)
)
)
)

X +1,2); (X2+T°+1,2); (X2+T7+1,1)

= O[00| | O O x| WD &

o

OO | O U b= | W| N

(
(
(
(
(X +1,2
(
(
(

X+1,2); (X +T+1,4); (X+T?+1,2); (X +T*+1,1)

~

=3

I
~
+
—

XM (T)) = —1 |

dim Che, (I'1(T))

Invariante Faktoren von T}, mit Vielfachheit

(X +4,1)

X +4,

X+4,2; (X+T+4,1)

b

X+2+T+4,2)

X +4, X +3+T+4,2); (X +4+T?>+4+T +4,1)

)

2)
2)
X +4,2);
2)
2)

—~| | —~

X +42); (X +4+T+4,2); (X +2+T*+T +4,2)

OO\]CTDU\»PCX)[\DR‘Z

|| O | W N~

X+T3+T?+4+T+4,1); (X +4+T3+4,1)

X +4,2); (X +4+T3+2+«T?+2+T +4,2); (X? +
T+3)#«X+3+T6+4+T+1,2)

10

X +4,2); (X?+2+T+3)«X +2+T°+3+T +1,2);
X+T*+3xT3+2+T +4,1); (X +4+TH+T3 +4x
T2 +T+4,1); (X +4+T*+2+T34+2+T +4,1)

(
(
(
E
(X +4,2); (X +4+T?+3+T+4,2); (X +T°+4,1);
(
(
(
(
(
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|q:7|N:T|p:T+1

XM (T)) = —1

k

dim Cpe, (I'1(T))

Invariante Faktoren von T}, mit Vielfachheit

(X +6,1)

X +6,2); (X+T+6,1)

X +6,2); (X+3+T+6,2); (X +6+T>+4+T+6,1)

)

X +6,2); (X +4+T+6,2); (X +4+T2+6+T +6,2)

O [ | OV = W D

| | O | W N~

( )
( ); (
(X +6,2); (X +2+«T+6,2)
( ); (
( )
(

(X +6,2); (X +5+T+6,2); X+T?+T+6,1); (X +
T3+5+«T?+2+T+6,1)

(X +6,2); (X +6+T+6,2); (X +4+«T?+3+T +6,2);
(X +4+T3+3+T?+5+T +6,2)

10

(X +6,2;(X +6+T°+5+T +6,2); (X +3=T°+
5572+ T +6,2); (X +T*+6,1); (X +6+T*+6,1);
(X +6+T"+2+T3+6xT?+2+T +6,1)

|q=2|N=T2|p=T—|—1

| X(Fl(T)) =4 |

k dim Cher (I'1(T")) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 1 (X +1,2); (X,2)

3 8 (X+1,2); (XO+ X+ T+ X +(T°+T*+T%+1)« X3+
(TO+TP+T3+1)« X2+ (TO+TH+ T3« X +T*+T,1)

4 12 (X +1,2); (X +T+1,2); (X8+(T"+T+T°+T) =

XO+(TO+T+T° +T* +T?) « XO + (T +T° +
TT+TO+T O+ T+ T3+ T2) s X+ (TP + T+ T +
TP +T*4+T+1)« X? + (TP + T +T" + T2 +T% +
T+1)« X2+ (T 4T3+ T2+ TH 4 TO4 T4 T2 4
DX +TE2+TH+TO04 T8+ TS5+ T4+ T3+ T,1)

[¢=2[N=T+T+1) [p=T>+T+1 [ x(Ti () =3 |

k dim Cher(I'1(T)) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 3 (X +1,2); (X, 1)

3 6 (X+1,1); (X, 1); (X +(T3+T) =« X3+ (T +
TH« X +T5+T +1,1)

4 3 (X+T?+T+1,2); (X +1,1); (X,1); (X° +

(TO+T3+ 1)« XA+ (T8 +T"+T5+ T3+ T2+
T)« X3+ (TC+T>+T*+T)« X%+ (T7 +
TO+T>+T4H+T3+T+1)« X +T1O0+T5+
T*+ T3+ T2+ T +1,1)
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In diesem Abschnitt wollen wir beispielhaft fiir kleine ¢ und einige Polynome N und p
Tabellen mit Eigenwerten der Operatoren T, auf Ch,,(I'(IV), k) angeben. Es gelten die
selben Konventionen wie in Anhang A.

[¢q=2[N=T[p=T+1 | x(T(T)) = -2

k dim Crer(I'1(T)) | Invariante Faktoren von T}, mit Vielfachheit

2 2 (X +1,2)

3 4 (X +1,2); (X +1)%,1)

4 6 (X +1,2); (X +1)%1); (X +T+1,2)

5 8 (X +1,2); (X +1)%,1); (X?2+T3+1,2)

6 10 (X+1,2); (X+1)%1); (X +T+1,2); (X +T+1)%1);
(X +T?+1,2)

7 12 (X+1,2); (X+1)%,1); (X +T°+1,2); (X+T?+1)2,1);
(X2 +T°+1,2)

8 14 (X+1,2);((X+1)2,1) (X+T+1,2); (X+T+1)%1);
(X +T3+1)%2); (X +T3>+T*+T+1,2)

9 16 (X +1,2); ((X+1)2 1); (X2 +TC+T°+T3+1,4);
(X24+T7+1,2)

10 18 (X+1,2); (X+1)%1); (X +T+1,2); (X +T+1)%1);
(X +T%+1,2); (X +T?+1)21); (X +T*+1,2);
(X +T*+T3+T+1)%2)

|q:2|N:T|p:T2—|—T+1 |X(1"(T)):—2

k dim Cer(I'1(T)) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 2 (X +1,2)

3 4 (X +1,2); (X +1)%,1)

4 6 (X +1, ),((X+1) ); (X +T?+T+1,2)

5 8 (X +1,2); (X (T5+T4+1)>x=X2 (TT+TC+T°+
T3+1)« X +TH +TO+ T84+ T+ T4+ T3 +1)%,1)

6 10 (X +1,2); (X+1)2%,1); (X +T?°+T+1,2); (X +T°%+
T+1)%1); (X +T*+T?+1,2)

7 12 (X+1,2); (X+TT+T7+1,2); (X +T7+1)2,1); (X3 +
(TO+TO+1) s X2+ (TR +TO+T"+T5+1)« X + T+
TWO+TH T+ T4 T4 T4+ TT 4T+ T5+1)2,1)

8 14 (X+1,2); X +T?+T+1,2); (X +T*+T+1)%1);

(X+TC+T+T3+T+1,2); (X2 + T+ T8 +1) =
X2 (TH+T2+TO+TO+1)« X + T2+ T2+ T10 +
T2 + T8 +TC+1)%1)
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|q:3|N:T|p:T+1 |X(1"(T)):—3 |

k dim Che, (I'1 (T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 3 (X +2,3)

3 6 (X +2,2); (X +2)2,2)

4 9 (X +2,4); (X +2)%,1); (X +T+2,3)

5 12 (X +2,2); (X +2)2%,2); (X +2+T+2,2); (X +2+T +
2)2,2)

6 15 (X42,4); (X+2)%,1); (X +T7+2,3); (X +2+T2+2), 3);
(X+2*T2+T+2 3)

7 18 (X+2 2); (X+2)2,2); (X2 +(T+1)+ X +T*4+2+T+1, 2);
(X2+(T+1)=X+T*+2+T+1)%2)

8 21 (X +2,4); (X +2)%1); (X +2+T +2,4); (X +2=
T+2)2,1); (X+T3+2,3); (X +T3+T?+2xT+2,3);
(X +2+T3+2+T%+2+T +2,3)

9 24 (X +2,2); (X+2)%,2); (X +2+T?+T+2,2); (X +2x
T?+T+2)22); (X2+ (T3 + 1)« X +T*+2xT3+1,2);
(X2+ (T2 + 1)« X +TH+2+T3 +1)2,2);

10 27 (X +2,4); (X +2)2%1); (X +T*+2,6); (X +T3+
T+2,4); (X +T3+T+2)21); (X +2=T*+2,3);
X+2+T*+T+2,1); (X +2+T*+T3+2,1)

l¢q=4|N=T|p=T+1 | x(D(T)) = —4 |

k dim Cher (I'1 (T')) | Invariante Faktoren von T, mit Vielfachheit

2 1 (X +1,4)

3 8 (X +1,4); (X +1)2,2)

4 12 (X +1,4); (X +1)%2); (X +T +1,4)

5 16 (X +1,6); (X +1)2,5);

6 20 (X +1,4); (X+1)%,2); (X +T+1,4); (X +T+1)%2);
(X +T?%+1,4)

7 24 (X+1,4); (X+1)%,2); (X+T%+1,4); (X+T7%+1)%,2);
(X2 +T°+1,4)

8 28 (X+1,4); (X+1)%,6); (X +T+1,4); (X +T+1)%2);
(X +T3+T?+T+1,4)

9 32 (X +1,4); (X +1)%,2); (X2+T°+1,8); (X2+T7+1,4)

10 36 (X +1,4); (X+1)2,2); (X +T+1,4); (X +T+1)%,6);
(X +T? +1,4); (X +T?+1)%2); (X +T* + 1,2);
(X +T*+1,4)
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Abbildung 12: Der Quotientengraph von I'y (T4)\T fiir k = Fy

C Beispiele einiger komplexerer Graphen

An dieser Stelle liste ich noch ein paar mit dem Computer erstellte Graphen auf. Die-
se zeigen, wie schnell die Komplexitit der Graphen und daher auch der Algorithmen
zunimmt.
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Abbildung 13: Der Quotientengraph von I'(T3)\T fiir k = Fy
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Abbildung 14: Der Quotientengraph von I'y (T3 + T)\T fiir k = Fy
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