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Vorwort

J.T. Teitelbaum hat in seinem Artikel [Te1] mit Hilfe einer Residuen-Abbildung eine
explizite Beschreibung von Drinfeldschen Modulformen zu einer p1-torsionsfreien Kon-
gruenzuntergruppe Γu gegeben. Diese können interpretiert werden als harmonische Ko-
zykel auf den gerichteten Kanten des Bruhat-Tits-Baumes zu PGL2pK8q. Die Residuen-
Abbildung ist verträglich mit der Operation der Hecke-Algebra, so dass die Hecke-
Operatoren auf harmonische Kozykel übertragen werden können. Ein Beweis findet sich
in [Bö].
Da ein harmonischer Kozykel eindeutig bestimmt ist durch seine Werte auf einer end-
lichen Menge von Kanten, liefert uns dieser Zugang einen Algorithmus zum Berechnen
der Hecke-Operatoren. Dazu müssen wir zunächst den Bruhat-Tits-Baum und seine
Quotienten modulo Kongruenzuntergruppen verstehen.
In Kapitel 1 wird der Bruhat-Tits-Baum T definiert und eine Darstellung der Knoten
und Kanten des Baumes durch Matrizen gegeben. Danach wird ein Algorithmus zum
Berechnen der Quotienten ΓuzT vorgestellt. Der größte Teil dieses Kapitels beruht auf
dem Buch [Se] von J.P. Serre. Der Beweis von Satz 1.19 stammt aus [Tr].
In Kapitel 2 untersuchen wir die Struktur der Quotientengraphen ΓuzT . Dies liefert für
A � FqrT s in den meisten Fällen eine explizite Basis des Raumes der harmonischen
Kozykel. Auf diesem Weg leiten wir auch die bereits aus zum Beispiel [Te1] bekann-
ten Dimensionsformeln auf elementare Weise her. Über die Struktur des Quotienten-
graphen ΓuzT für Γu eine der Kongruenzuntergruppen Γ0pNq, Γ1pNq und ΓpNq wird
dabei viel nützliches, auch und gerade im Hinblick auf die beabsichtigte Implementa-
tion der Rechnungen auf dem Computer, zusammengetragen. Unter anderem wird die
lokale Struktur in der Nähe von Knoten des Quotientengraphen komplett geklärt. Die
Ergebnisse sind zwar wohl nicht unerwartet, aber scheinen bisher nicht explizit in der
Literatur vorhanden zu sein. Hieraus ergibt sich insbesondere, dass das Bild des ‘stabi-
len Teils‘ im Quotientengraphen stets zusammenhängend ist. Ein wichtiges Hilfsmittel
ist die Euler-Poincaré-Charakteristik einer Kongruenzuntergruppe, auf die ebenfalls in
Kapitel 2 eingegangen wird.
Viele Aussagen aus diesem Kapitel beruhen auf der Arbeit [Te1] von J.T. Teitelbaum.
Einige Resultate aus Abschnitt 2.3 finden sich wieder in [Se].
In Kapitel 3 schließlich definieren wir die Hecke-Operatoren Tp als Abbildungen auf
harmonischen Kozykeln. Wir zeigen, wie diese Operatoren berechnet werden können
und erhalten so eine Darstellungsmatrix von Tp bezüglich der Basis aus Kapitel 2.
Über die Entwicklung und explizite Beschreibung dieses Algorithmus hinaus war ein
Schwerpunkt der Arbeit die Implementation am Computer. Dazu wurde das Computer
Algebra System Magma in der Version 2.11-8 verwendet, welches unter
http://magma.maths.usyd.edu.au/magma/ erhältlich ist. Neben der Berechnung der
Hecke-Operatoren und ihrer Eigenwerte liefern die Programme auch eine Funktion zur
Ausgabe der Quotientengraphen des Bruhat-Tits-Baumes. Diese können im Postscript-
Format ausgegeben werden. Zum Zeichnen der Graphen wurde das Programm Graphviz,
ein Open-Source-Projekt der Firma AT&T, verwendet, welches unter
http://www.graphviz.org/ erhältlich ist.
Wie bei einem Projekt dieser Größe üblich, nahmen Implementation, Test und Fehlersu-
che die mit Abstand größte Zeit in Anspruch. Da die Komplexität der Algorithmen sehr
schnell zu groß wird, können wir im Anhang nur ein paar Tabellen für kleine q und einer
Stufe N kleinen Grades angeben. Die meisten Tabellen scheinen mir fehlerfrei und stim-
men mit bisherigen Experimenten überein. Allerdings übernehme ich keinerlei Garantie
für die Richtigkeit der gesamten Implementationen und aller Tabellen. In einem weiteren
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Anhang sind ein paar Beispiele von Graphen zu größerer Stufe angegeben. Diese Bei-
spiele zeigen, wie schnell die Komplexität steigt. Die Berechnungen wurden durchgeführt
auf einem Intel Core 2 Duo Rechner mit 1.66 MHz und 2 GB Arbeitsspeicher. Sämtliche
Quelltexte werden auf der Internet-Seite http://www.uni-due.de/arith-geom/butenuth/
unter einer freien Lizenz bereitgestellt.
Eine genauere Interpretation der Daten, insbesondere eine Zerlegung der Räume der har-
monischen Kozykel in gemeinsame invariante Unterräume der verschiedenen miteinander
kommutierenden Operatoren Tp und eine andere Interpretation der Hecke-Operatoren,
die von Hecke-Charakteren kommen, war in der vorgegebenen Zeit leider nicht mehr
möglich. Aufgrund der theoretischen Resultate in einem Preprint von Böckle sind die
Eigenwertsysteme kuspidaler Drinfeldscher Eigenformen durch geeignet definierte Hecke-
Charaktere gegeben. Die Berechnungen in dieser Arbeit sollten es ermöglichen, diese
Charaktere in den betrachteten Fällen explizit zu bestimmen. Dies soll im Anschluss an
die Arbeit noch geschehen.

Die vorliegende Arbeit ist am Fachbereich Mathematik der Universität Duisburg-Essen,
am Campus Essen, unter der Betreuung von Professor Dr. Gebhard Böckle entstanden.
Bei ihm möchte ich mich hiermit für die herausragende Betreuung, seinen unermüdlichen
Einsatz und seine Geduld bei meinem mitunter lahmenden Verständniss bedanken.
Ein großer Dank gilt auch meinen Eltern, ohne deren kontinuierliche moralische und
finanzielle Unterstützung diese Arbeit und das gesamte Studium mir nicht möglich ge-
wesen wären.
Bedanken möchte ich mich auch bei Frau cand. math. Jasmin Matz für das Korrektur-
lesen der gesamten Arbeit.
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1 Quotienten des Bruhat-Tits-Baumes

In diesem Kapitel werden wir einen Graphen T definieren, den wir den Bruhat-Tits-
Baum (kurz: BT-Baum) für PGL2pK8q nennen, wobei K8 die Vervollständigung des
Körpers der rationalen Funktionen in einer Variable über Fq ist. Wir werden zeigen, dass
dies ein q�1-regulärer Baum ist. Er besitzt eine natürliche Operation der GL2pK8q, und
wir werden sehen, wie man die Quotientenbäume ΓuzT , mit Γu eine Kongruenzunter-
gruppe der GL2pFqrT sq, berechnen kann. Dieses Kapitel beruht stark auf den Resultaten
aus dem Buch [Se] von J.P. Serre. Der Beweis von Satz 1.19 stammt aus [Tr].

1.1 Der Bruhat-Tits-Baum für PGL2pK8q
Sei k :� Fq der endliche Körper mit q Elementen in Charakteristik p. Sei
K � QuotpFqrT sq der Quotienenkörper zu FqrT s. Sei v8 die zur Stelle 8 gehörende
Bewertung von K, und sei K8 die Vervollständigung von K bezüglich v8. Also ist
K8 � Fqppπ8qq der Körper der formalen Laurentreihen in π8, wobei π8 die Ortsuni-
formisierende T�1 ist.
Sei O8 :� tx P K8 | v8pxq ¥ 0u der Bewertungsring zu v8 in K8. Es gilt also
O8{π8O8 � k.

Definition 1.1 (Definition des BT-Baums) Die Knoten des Graphen T seien die
Äquivalenzklassen von O8-Gittern in K28, wobei zwei O8-Gitter L und L1 äquivalent
heißen, falls es ein x P KÆ8 gibt mit L1 � xL. Wir schreiben XpT q für die Knotenmenge.

Seien Λ,Λ1 zwei Gitterklassen und L P Λ. Wir nennen die Gitterklassen benachbart,
falls ein L1 P Λ1 existiert mit L1 � L und L{L1 ist ein O8-Modul der Länge 1, also falls
L{L1 � O8{π8O8 gilt.
Zwei Gitterklassen sollen nun genau dann durch eine Kante verbunden sein, falls sie
benachbart sind. Wir schreiben Y pT q für die Menge der geordneten Paare benachbarter
Knoten, also für die Menge der gerichteten Kanten des Baums.

Lemma 1.2 Sei L ein O8-Gitter in K28. Dann existiert in jeder Äquivalenzklasse von
Gittern Λ1 genau ein Gitter L1 mit L1 � L und L1 � π8L.

Beweis: Sei Λ1 � rL2s. Nach dem Elementarteilersatz gibt es eindeutig bestimmte
ganze Zahlen a, b und eine O8-Basis te1, e2u von L, so dass te1πa8, e2πb8u eine O8-
Basis von L2 ist. Es ist L1 � L genau dann, wenn a und b ¥ 0 sind. Für x P KÆ ist

xL2 � xxπa8e1, xπb8e2y � xπvpxq�a8 e1, π
vpxq�b8 e2y. Die Gitter in einer Klasse unterscheiden

sich also nur um π8-Potenzen. Das gesuchte Gitter L1 erhalten wir, indem wir L2 mit

π
�minpa,bq8 multiplizieren.

Satz 1.3 Jeder artinsche und noethersche Modul besitzt eine Zerlegungsreihe.

Beweis: Siehe [Ja, Theorem 3.5].
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Definition 1.4 Seien L,L1 zwei Gitter mit L1 � L. Dann bezeichne lpL{L1q die Länge
einer Zerlegungsreihe von L{L1. Nach dem Satz von Jordan-Hölder ([Ja, Kapitel 3.3])
ist diese Länge eindeutig bestimmt.

Definition 1.5 Zu zwei Gitternklassen Λ � rLs und Λ1 � rL1s mit te1, e2u einer Basis
von L und tπa8e1, πb8e2u einer Basis von L1 wie in 1.2 sei | a � b |�: dpΛ,Λ1q der
Abstand der Gitterklassen Λ und Λ1.
Dieser Abstand ist unabhängig von der Wahl der Repräsentanten L und L1: Für x, y P
KÆ8 gilt xL � xxe1, xe2y � xπvpxq8 e1, π

vpxq8 e2y und yL1 � xyπa8e1, yπb8e2y �xπvpyq�a�vpxq8 π
vpxq8 e1, π

vpyq�b�vpxq8 π
vpxq8 e2y. Der Abstand mit den Repräsentanten xL und

yL1 berechnet ist also | vpyq � a� vpxq � vpyq � b� vpxq |�| a� b |.
Satz 1.6 T ist ein q � 1-regulärer Baum, also ein zykelfreier, zusammenhängender
Graph, bei dem jeder Knoten q � 1 Nachbarknoten hat.

Beweis: 1) T ist zusammenhängend:
Seien Λ,Λ1 zwei Gitterklassen, und L P Λ. Nach Lemma 1.2 existiert ein Gitter L1 P Λ1
mit L1 � L und L1 � π8L. Nach Satz 1.3 existiert nun eine Zerlegungsreihe L1 � Ln �
Ln�1 � � � � � L0 � L, so dass jeweils Li�1{Li keine nichttrivialen Untermoduln besitzt.
Daher sind rLi�1s und rLis im Graphen benachbart. Wir haben also einen Pfad von rΛs
nach rΛ1s für beliebige Gitterklassen gefunden, T ist somit zusammenhängend.
2) T ist zykelnfrei:
Es reicht, zu zeigen, dass für einen Pfad Λ0,Λ1, . . . ,Λn ohne Backtracking in T gilt
Λ0 � Λn. Nach 1) können wir Repräsentanten Li zu Λi finden mit Li�1 � Li und
lpLi{Li�1q � 1. Also gilt lpL0{Lnq � n, und wir müssen zeigen, dass Ln � π8L0 ist.
Per Induktion können wir annehmen, dass Ln�1 � π8L0 ist. Es gilt nun π8Ln�2 � Ln,
da sonst Λn�2 � Λn wäre, wir also sonst ein direktes Backtracking Λn � Λn�1 � Λn in
unserem Pfad hätten. Also gilt Ln�1 � Ln � π8Ln�2, also Ln�1 � Ln mod π8L0, und
somit folgt Ln � π8L0.
Wir haben gleichzeitig gezeigt, dass der Abstand zweier Knoten Λ,Λ1 im graphentheo-
retischen Sinne der gleiche ist, wie der Abstand dpΛ,Λ1q zweier Gitterklassen aus Defi-
nition 1.5.
3) T ist q � 1-regulär:
Sei L0 ein Gitter und Λ0 P XpT q der dazugehörige Knoten. Jeder Knoten in XpT q
hat nach Lemma 1.2 einen eindeutigen Repräsentanten L � L0 mit L0{L � O8{πn8O8
und n � dpΛ0,Λq. Der O8{πn8O8-Modul L0{πn8L0 ist frei von Rang 2, und L{πn8L0

ist ein direkter Faktor von Rang 1. Die Knoten Λ von T mit dpΛ0,Λq � n entspre-
chen also bijektiv den Faktormoduln von L0{πn8L0 von Rang 1 über O8{πn8O8, also
den Punkten auf der projektiven Geraden PpL0{πn8L0q � P1pO8{πn8O8q. Die Nach-
barknoten eines beliebigen Knotens Λ0 entsprechen dann bijektiv den Punkten von
PpL0{π8L0q � P1pO8{π8O8q � P1pkq. Folglich hat jeder Knoten genau q � 1 ver-
schiedene Nachbarknoten.

Bemerkung 1.7 Einen unendlichen Pfad ohne Zurücklaufen mit Anfangsknoten Λ0

nennen wir ein Ende von T . Nach obiger Rechnung sind die Enden des Graphen T
isomorph zum projektiven Limes über die PpL0{πn8L0q, also isomorph zu P1pO8q �
P1pK8q. Die Enden sind nicht abhängig von der Wahl des Startknotens Λ0.
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Abbildung 1: Der Bruhat-Tits-Baum für k � F3

Wir kennen nun die Struktur des Baumes T . Um eine Operation der Gruppe GL2pK8q
auf dem Baum T zu erhalten, und für dessen Darstellung im Computer werden wir nun
die Knoten und Kanten durch Nebenklassen von Matritzen beschreiben:

Satz 1.8 Es gibt eine kanonische Bijektion

XpT q ÝÑ GL2pK8q{GL2pO8qKÆ8
Λ ÞÑ γ

Beweis: Sei te1, e2u die Standardbasis von K28, und L � xω1, ω2y ein Vertreter eines
Knotens Λ :� rLs P XpT q. Dann ist pω1, ω2q � pe1, e2qγ mit γ P GL2pK8q. Das Gitter
O28 wird genau durch Multiplikation von rechts mit den Elementen aus GL2pO8q in
sich übergeführt und durch Multiplikation mit einem Skalar aus KÆ8 bleiben wir in der
selben Gitterklasse. Also ist

XpT q ÝÑ GL2pK8q{GL2pO8qKÆ8
Λ ÞÑ γ

eine wohldefinierte Bijektion.

Definition 1.9 Sei Γ8 :� t�a b

c d


 P GL2pO8q | v8pcq ¡ 0u
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Satz 1.10 Es gibt ein Bijektion

Y pT q ÝÑ GL2pK8q{Γ8KÆ8pΛ1,Λ0q ÞÑ γ

Beweis: Seien Λ0 und Λ1 zwei benachbarte Knoten und sei pΛ1,Λ0q die Kante von Λ1

nach Λ0. Wie im Beweis zu 1.6 finden wir Repräsentanten L0, L1 von Λ0 und Λ1 mit
Λ0 � rL0s � rO28γs und Λ1 � rL1s � rpO8 ` π8O8qγs für eine Matrix γ P GL2pK8q.
Die Kante von O28 nach O8`π8O8 wird genau von Γ8 festgelassen und Multiplikation
mit Skalaren aus K8 ändert wiederum nichts an den Gitterklassen. Insgesamt folgt, dass
die Abbildung

Y pT q ÝÑ GL2pK8q{Γ8KÆ8pΛ1,Λ0q ÞÑ γ

eine Bijektion ist.

Durch Linksmultiplikation erhalten wir eine natürliche Operation von GL2pK8q auf den
Knoten und Kanten des Baumes. Die Inklusion Γ8 ãÑ GL2pO8q ordnet jeder gerichteten
Kante e P Y pT q ihren Endpunkt tpeq P XpT q zu und ist mit der Operation von GL2pK8q
verträglich. Also erhalten wir eine Operation von GL2pK8q auf T .

Für eine Untergruppe G von GL2pK8q definieren wir Stabilisatoren zu Knoten und
Kanten:

Definition 1.11 Sei G einen Untergruppe von GL2pK8q, Λ,Λ1 Gitterklassen, L ein
Gitter, dann definieren wir

(a) GL :� StabGpLq
(b) GΛ :� StabGpΛq
(c) GpΛ,Λ1q :� StabGppΛ,Λ1qq � StabGpΛq X StabGpΛ1q

Definition 1.12 Für zwei Gitter L,L1 setzen wir χpL,L1q :� lpL{L2q � lpL1{L2q mit
L2 � L X L1. Das Gitter L2 kann durch ein beliebiges Untergitter von L X L1 ersetzt
werden.

Lemma 1.13 (a) Sei G eine Untergruppe von GL2pFqrT sq. Sei L P Λ. Dann ist
StabGpΛq � StabGpLq.

(b) Sei s P GL2pK8q. Dann gilt χpL, sLq � v8pdetpsqq
Beweis: Wir zeigen zunächst (b):
Dazu können wir wie im Beweis zu 1.2 eine Basis te1, e2u von L wählen, so dasstπa8e1, πb8e2u eine Basis von sL ist. Dann gilt s � �

πa8 0
0 πb8
 s1 mit s1 P GL2pO8q.

Also ist v8pdetpsqq � v8pπa�b8 q � v8pdetps1qqlooooomooooon�0

� a � b. Man rechnet nun schnell nach,
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dass in den vier Fällen a, b ¥ 0; a, b   0; a   0, b ¥ 0 und a ¥ 0, b   0 jeweils ebenfalls
χpL, sLq � a� b gilt. Damit ist (b) gezeigt.

Sei jetzt s P GΛ. Dann ist χpL, sLq � v8pdetpsqq � 0, da G � GL2pFqrT sq gewählt
war. Da s die Gitterklasse Λ festlässt, finden wir also ein x P KÆ8 mit sL � xL und
es ist 0 � χpL, sLq � χpL, xLq � 2v8pxq. Somit ist x P OÆ8, also L � xL � sL, und
also s P GL. Damit haben wir GΛ � GL gezeigt. GL � GΛ gilt trivialerweise, also gilt
insgesamt GΛ � GL.

Bemerkung 1.14 Es gilt dpΛ, sΛq � v8pdetpsqq mod 2.

Beweis: Wie im Beweis von Lemma 1.13 mit der selben Notation gilt v8pdetpsqq � a�b.
Nach Definition gilt dpΛ, sΛq � |a� b| und es ist |a� b| � a� b mod 2.

Diese Bemerkung zeigt uns, dass für Untergruppen der GL2pFqrT sq die Operation der
Gruppe auf dem Graphen die Orientierung der Kanten enthält. Für eine Matrix s P
GL2pFqrT sq gilt v8pdetpsqq � 0, also gilt dpΛ, sΛq � 0 mod 2. Sei Λ ein beliebig gewähl-
ter Knoten. Wir teilen die Knoten XpT q in zwei Klassen X� und X� auf mit Λ1 P X�
genau dann, wenn dpΛ,Λ1q gerade ist. Dann erhält GL2pFqrT sq die Einteilung und damit
auch die Orientierung der Kanten.

1.2 Quotient von T modulo GL2pFqrT sq
Der Quotient GL2pFqrT sqzT hat eine besonders einfache Form als Halbgerade. Dies wird
uns eine Einteilung von Knoten nach ihrer Lage auf der Geraden im Quotientengraph
geben. Ausserdem wird dieser Fundamentalbereich der Schlüssel zum Berechnen von
Quotientengraphen von T nach Kongruenzuntergruppen der GL2pFqrT sq sein. Diese
Quotientengraphen können wir dann als Überlagerungen der Halbgerade auffassen.

Definition 1.15 Sei G0 :� GL2pFqq und

Gn :� t�a b

0 d


 | a, d P FÆ
q, b P FqrT s,degpbq ¤ nu

Definition 1.16 Sei Ln :� xO8 ` πn8O8y für n ¥ 0 und Λn :� rLns.
Satz 1.17 (a) Die Gitter Λn sind paarweise inäquivalent modulo GL2pFqrT sq.

(b) Gn ist der Stabilisator von Λn in GL2pFqrT sq.
(c) G0 operiert transitiv auf den Kanten mit Ursprung Λ0.

(d) Für n ¥ 1 lässt Gn die Kante pΛn,Λn�1q fest und operiert transitiv auf den anderen
Kanten mit Ursprung Λn.

Beweis: (a) Sei γ � �a b

c d


 P GL2pFqrT sq mit γΛn � Λn�m und sei L1n :� xT nO8 `
O8y P Λn ein Repräsentant der Gitterklasse. Wie im Beweis von Lemma 1.2 ist dann
γL1n � Ln�mT

�h � xT n�m�hO8 ` T�hO8y für ein h P Z. Nach Lemma 1.13 gilt dann

m� 2h � χpL1
n, Ln�mT

�hq � χpL1n, γL1nq � v8pdetpγqq � 0.
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Also folgt m � 2h. Aus γL1n � L1n�2hT
�h folgt aber sofort degpaq ¤ h,degpbq ¤ n �

h,degpcq ¤ pn � hq und degpdq ¤ �h. Da a und d beide aus FqrT s waren, folgt h � 0,
und damit die Aussage (a).
(b) Für n � 0 folgt degpaq � degpbq � degpcq � degpdq � 0, also γ P GL2pFqq. Für n ¥ 1
folgt degpcq ¤ �n, also c � 0, degpaq � degpdq � 0 und degpbq ¤ n, also insgesamt
γ P Gn.
(c) Wir haben im Beweis von Satz 1.6 gesehen, dass die Kanten mit Ursprung Λ0 der
Gerade P1pFqq entsprechen. Da GL2pFqq transitiv auf P1pFqq operiert, folgt (c).
(d) Die erste Aussage ist klar, da Gn in Gn�1 enthalten ist. Für die zweite Aussage
betrachten wir die Operation von Gn auf L1n{L1nT�1 � P1pFqq. Auf P1pFqq ist diese
Operation durch obere Dreiecksmatrizen aus GL2pFqq gegeben. Diese fixieren genau
einen Punkt von P1pFqq und operieren transitiv auf den anderen q Punkten.

Wir haben in Satz 1.8 gesehen, dass wir die Knoten des BT-Baumes mit Matrizen
modulo GL2pO8qKÆ8 beschreiben können. Das nächste Lemma ist sehr nützlich, da es
uns eine Normalform für die Matrizen liefert. Der Beweis ist konstruktiv.

Lemma 1.18 Die Abbildung t�πn8 y

0 1


 | n P Z, y mod πn8u ÝÑ XpT q : A ÞÑ rAO28s
ist eine Bijektion.

Beweis: Ein Knoten in XpT q ist nach 1.8 eine Nebenklasse einer Matrix aus GL2pK8q
modulo GL2pO8qKÆ8. Sei

�
x1 x2

x3 x4



ein Vertreter einer Nebenklasse. Wir bleiben in der

selben Nebenklasse, wenn wir von rechts mit Matrizen aus GL2pO8qKÆ8 operieren. Ist

nun v8px3q   v8px4q, so multiplizieren wir von rechts mit

�
0 1
1 0



und vertauschen

damit die beiden Spalten. Wir können also annehmen, dass v8px3q ¥ v8px4q ist. Mul-

tiplikation mit

�
1 0�x3

x4
1


 P GL2pO8q ergibt�
x1 x2

x3 x4


�
1 0�x3

x4
1


 � �x1 � x2x3

x4
x2

0 x4



Multiplikation mit x�1

4 P KÆ8 ergibt einen Verteter der Gestalt

�
z1 z2
0 1



. Wir schreiben

z1 � πn8ε mit eindeutigem n P Z, ε P OÆ8. Multiplikation von rechts mit

�
ε�1 0
0 1


 P
GL2pO8q ergibt also einen Vertreter der Form

�
πn8 y

0 1



.

Gilt nun �
πn8 a

0 1


 � �πm8 b

0 1


�
α β

γ δ


 � �πm8α� bγ πm8β � bδ

γ δ



mit

�
α β

γ δ


 P GL2pO8qKÆ8, so folgt aus der unteren Zeile δ � 1, γ � 0 und anschließend

α � 1 und m � n. Der Eintrag oben rechts ist also bis auf Elemente aus πn8O8 eindeutig
bestimmt.
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Satz 1.19 Es ist GL2pFqrT sqzT die Halbgrade Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . .

Beweis: Wir können von links mit Matrizen aus GL2pFqrT sq operieren. Nach Lem-

ma 1.18 brauchen wir nur Knoten vom Typ

�
πn8 y

0 1



mit n P Z, y P K8 betrach-

ten. Da y nur modulo πn8O8 bestimmt ist, können wir y � P � y0 schreiben, mit

P P FqrT s und y0 P K8 mit 0   v8py0q   n. Es ist dann

�
πn8 y

0 1


 � �πn8 P � y0

0 1


 ��
1 �P
0 1


�
πn8 P � y0

0 1


 � �πn8 y0

0 1



.

Fall 1: n ¤ 0: Wegen der Bedingung 0   v8py0q   n ist hier y0 � 0 und�
πn8 0
0 1


 � �0 1
1 0


�
πn8 0
0 1


�
0 1
1 0


�
π�n8 0
0 π�n8 
 � �π�n8 0

0 1



.
Fall 2: n ¡ 0: Es gilt 0   v8py0q   n, also ist�

πn8 y0

0 1


 � �0 1
1 0


�
πn8 y0

0 1


 � � 0 1
πn8 y0


 � � 0 1
πn8 y0


�
1 0�πn8y�1

0 1


 ���πn8y�1
0 1

0 y0


 � ��πn8y�1
0 1

0 y0


�
y�1
0 0

0 y�1
0


 � ��πn8y�2
0 y�1

0

0 1


 ��
π

n�2v8py0q8 y�1
0

0 1

�
Es ist jetzt entweder n ¤ 2v8py0q, dann sind wir wieder im ersten Fall, oder es ist
0   n � 2v8py0q   n. Dann sind wir in Fall 2 mit einem Vertreter mit echt kleinerer
Bewertung n des Eintrags links oben. Da n in jedem Schritt echt kleiner wird, kommen
wir irgendwann zwangsläufig in den ersten Fall.
Wir haben also zu jedem Knoten einen GL2pFqrT sq-äquivalenten Knoten der Formr�πn8 0

0 1


s mit n P N0 gefunden. Diesen Vertreter können wir durch Multiplikation von

links und rechts mit der Matrix

�
0 1
1 0



auf die Form r�1 0

0 πn8
s bringen. Diese Knoten

entsprechen den Standard-Gittern Λn aus 1.16. Nach Satz 1.17a) sind die Gitter Λn

paarweise inäquivalent unter der Operation von GL2pFqrT sq. Da die Gitter O8`πn8O8
und O8`πn�18 O8 Distanz 1 haben, also die zugehörigen Knoten im Graphen verbunden
sind, ist insgesamt GL2pFqrT sqzT genau die Halbgerade Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . . .

Definition 1.20 Sei π : T ÝÑ GL2pFqrT sqzT die Projektion. Dann heißt x P XpT q
ein Knoten vom Typ n falls πpnq der n-te Knoten in der Halbgerade ist.

Anders ausgedrückt sind Knoten vom Typ n also GL2pFqrT sq-äquivalent zu Λn �r�1 0
0 πn8
s. Der Beweis von 1.19 war konstruktiv und liefert uns ein einfaches Ver-

fahren, um den Typ eines Knotens zu bestimmen.
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1.3 Kongruenzuntergruppen zu GL2pFqrT sq
Definition 1.21 Sei N ein normiertes Polynom in FqrT s. Zu N definieren wir

ΓpNq :� tγ P GL2pFqrT sq | γ � �1 0
0 1


 p mod Nqu
Eine Untergruppe von GL2pFqrT sq, die ΓpNq für ein N P FqrT s enthält, heißt Kongru-
enzuntergruppe. Speziell seien

Γ0pNq :� tγ P GL2pFqrT sq | γ � �a b

0 d


 p mod Nqu
und

Γ1pNq :� tγ P GL2pFqrT sq | γ � �1 b

0 1


 p mod Nqu
.

Es ist also Γp1q � GL2pFqrT sq. Diese Notation wird im Folgenden manchmal benutzt.

Die Kongruenzuntergruppen sind Untergruppen von GL2pFqrT sq von endlichem Index,
wie wir in Satz 1.24 zeigen werden. Die Quotientengraphen ΓuzT für Γu eine Kongru-
enzuntergruppe sind Überlagerung des Graphen GL2pFqrT sqzT . Um sie auszurechnen,
brauchen wir Vertretersysteme von ΓuzGL2pFqrT sq. Wir geben zunächst ein Vertreter-
system von Γ0pNqzGL2pFqrT sq an. Im Hinblick auf die explizite Implementation geben
wir einen konstruktiven Beweis.

Lemma 1.22 Sei

�
a b

c d


 P GL2pFqrT sq. Dann gilt

�
a1 b1
c1 d1
 P Γ0pNq�a b

c d



genau

dann, wenn ein w P FqrT s existiert mit ggTpw,Nq � 1 und c1 � wc mod N, d1 �
wd mod N .

Beweis: Wir zeigen zunächst, dass für beliebige a1, b1 P FqrT s mit α1 :� a1d � b1c P FÆ
q

gilt

�
a1 b1
c d


 P Γ0pNq�a b

c d



. Die Nebenklasse einer Matrix aus GL2pFqrT sq hängt also

nur von den Einträgen pc, dq ab.
Sei α :� ad � bc. Also ist β :� α�1α1 P FÆ

q und es ist a1d � b1c � βpad � bcq, also
dpβa � a1q � cpβb � b1q pÆq. Multipliziert man pÆq mit a1 und subtrahiert b1cpβa � a1q
bekommt man die Gleichung a1dpβa�a1q� b1cpβa�a1q � a1cpβb� b1q� b1cpβa�a1q, also
α1pβa � a1q � cpa1pβb� b1q � b1pβa� a1qloooooooooooooomoooooooooooooon�:y

q. Multipliziert man pÆq mit b1 und subtrahiert

es von a1dpβb � b1q bekommt man die Gleichung a1dpβb � b1q � b1dpβa � a1q � a1dpβb �
b1q � b1cpβb � b1q, also gilt dy � α1pβb � b1q und cy � α1pβa � a1q. Mit x :� α1�1y folgt
also dx � βb� b1 und cx � βa� a1 und wir erhalten die Matrizengleichung�

a1 b1
c d


 � �βa� cx βb� dx

c d


 � �β �x
0 1


loooomoooonPΓ0pNq �
a b

c d



Da wir nun gezeigt haben, dass die Nebenklasse mod Γ0pNq nur von den unteren beiden

Einträgen abhängt, können wir ohne Einschränkung annehmen, dass det

�
a b

c d


 � 1 �
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det

�
a1 b1
c1 d1
 gilt. Wegen�

a1 b1
c1 d1
�a b

c d


�1 � �a1 b1
c1 d1
� d �b�c a


 � �a1d� b1c ab1 � a1b
c1d� d1c ad1 � c1b
 �: A

ist also

�
a1 b1
c1 d1
 genau dann in Γ0pNq�a b

c d



, falls c1d � d1c mod N ist.

Falls ein w P FqrT s existiert mit ggTpw,Nq � 1 und c1 � wc mod N, d1 � wd mod N ,
so existieren u, v P FqrT s mit c1 � wc � uN, d1 � wd � vN , also ist c1d � d1c � uNd �
wcd� vNc� wcd � pud� vcqN , also c1d � d1c mod N .
Gilt umgekehrt c1d � d1c mod N , so definiere w :� ad1�c1b. Es gilt dann ggTpw,Nq � 1,
da w der Eintrag rechts unten der Matrix A ist und detpAq P FÆ

q ist und es ist wc �
acd1 � bcc1 � pad� bcqc1 � c1 mod N und wd � add1 � bc1d � pad� bcqd1 � d1 mod N .

Korollar 1.23 Es ist Γ0pNqzGL2pFqrT sq � P1pFqrT s{Nq.
Satz 1.24 Es ist ΓpNqzGL2pFqrT sq � �FÆ

q 0

0 1



SL2pFqrT s{Nq.

Beweis: Sei Γ1pNq :� ΓpNq X SL2pFqrT sq. Dann ist Γ1pNq gerade der Kern des sur-
jektiven Homomorphismus ϕ : SL2pFqrT sq ։ SL2pFqrT s{Nq (für die Surjektivität siehe
Satz 1.33). Also ist Γ1pNq ein Normalteiler in SL2pFqrT sq und es ist Γ1pNqzSL2pFqrT sq �
SL2pFqrT s{Nq. Das Resultat für die GL2pFqrT sq folgt nun aus

GL2pFqrT sq � �FÆ
q 0

0 1



SL2pFqrT sq

Insbesondere ist der Index rGL2pFqrT sq : ΓpNqs endlich. Also haben alle Kongruenzun-
tergruppen endlichen Index in GL2pFqrT sq.
Satz 1.25 Es ist Γ1pNqzGL2pFqrT sq � �FÆ

q 0

0 1


 tpc, dq P pFqrT s{Nq2 | ggTpc, dq � 1u
Beweis: Die Diagonalmatrizen

�
FÆ

q 0

0 1



sind ein Repräsentantensystem von

GL2pFqrT sq bezüglich des Normalteilers SL2pFqrT sq. Die Paare pc.dq P pFqrT s{Nq2 mit

ggTpc, dq � 1 können wir ergänzen zu Matrizen

�
a b

c d


 P SL2pFqrT s{Nq. Dadurch

kriegen wir eine transitive Operation der Gruppe SL2pFqrT sq auf der Menge tpc, dq PpFqrT s{Nq2 | ggTpc, dq � 1u und der Stabilisator von p1, 1q besteht aus genau den
Matrizen mit c � 0 mod N und a, d � 1 mod N , also gerade der Γ1pNq.
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1.4 Berechnung von Γu r T für rGL2pFqrT sq : Γus   8
Der nächste Satz gibt an, wie man für Untergruppen Γu von endlichem Index in
GL2pFqrT sq den Graphen ΓuzT berechnet. Dabei wird der Satz so formuliert, dass direkt
klar wird, wie der Algorithmus zu implementieren ist.

Satz 1.26 Sei Γu � GL2pFqrT sq von endlichem Index und ts1, s2, . . . , smu ein Vertre-
tersystem von ΓuzGL2pFqrT sq. Sei Υ die Halbgrade Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . . . Sei sipΥq die
Halbgrade sipΛ0q Ñ sipΛ1q Ñ sipΛ2q Ñ . . . Dann erhält man den Graphen ΓuzT indem
man die Halbgeraden s1pΥq bis smpΥq übereinander legt, und dann Knoten und Kanten
nach den folgenden Regeln identifiziert:

(a) Es werden nur Kanten und Knoten der gleichen Stufe identifiziert.

(b) sipΛnq � sjpΛnq genau dann, wenn es ein g P Gn gibt mit sigs
�1
j P Γu.

(c) sippΛ0,Λ1qq � sjppΛ0,Λ1qq genau dann, wenn es ein g P G0XG1 gibt mit sigs
�1
j P

Γu.

(d) sippΛn,Λn�1qq � sjppΛn,Λn�1qq genau dann, wenn es ein g P Gn gibt mit sigs
�1
j P

Γu für n ¥ 1.

Beweis: U � �m
i�1 sipΥq enthält aus jeder Γu-Bahn von XpT q bzw. von Y pT q minde-

stens einen Vertreter. Also ist ΓuzT � ΓuzU .
Zu (a) Angenommen sipΛkq � sjpΛlq mit k � l. Dann gibt es also ein γ P Γu mit
γsiΛk � sjΛl, also Λl � s�1

j γsiΛk, was ein Widerspruch zu Satz 1.17(a) ist.
Zu (b) Es gilt sjpΛnq � sipΛnq genau dann, wenn ein γ P Γu existiert mit γsjΛn � siΛn,
also s�1

i γsjΛn � Λn. Nach Satz 1.17(b) gilt das genau dann, wenn s�1
i γsj P Gn ist. Also

folgt (b).
Zu (c) Analog zu (b), da die Fixgruppe von pΛ0,Λ1q � G0 XG1 ist.
Zu (d) Analog zu (b). Die Fixgruppe von pΛn,Λn�1q ist Gn XGn�1 � Gn.

Wir sehen bereits einiges über die Struktur des Graphen:

Bemerkung 1.27 (a) Für n ¥ 1 gilt Gn � Gn�1. Fallen also zwei Knoten der Stufe
n zusammen, so auch die zugehörigen Kanten zwischen der Stufe n und n� 1 und
alle weiteren Knoten und Kanten weiter aussen.

(b) Der Graph ΓuzT ist zusammenhängend, da er von T überlagert wird.

(c) An jedem Zykel im Quotientengraph ist genau ein Knoten der Stufe 0 beteiligt.

(d) Der Graph ΓuzT hat m̃ Enden mit 1 ¤ m̃ ¤ m Ein Ende des Quotientengraphen
ΓuzT nennen wir Spitze der Kongruenzuntergruppe Γu..

(e) Der Graph ΓuzT ist die Vereinigung eines endlichen, zusammenhängenden Gra-
phen und endlich vieler Halbgeraden.
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1.5 Einige einfache Beispiele

Um etwas vertrauter mit den BT-Bäumen zu werden, werden wir in diesem Abschnitt
einige einfache Beispiele von Hand durchrechnen.

Beispiel 1.28 q � 2,Γu � Γ0pT q
Ein Vertretersystem von Γ0pT qzGL2pF2rT sq ist nach Korollar 1.23 der P1pF2rT s{T q �
P1pF2q, also die drei Tupel p0, 1q, p1, 0q und p1, 1q. Diese ergänzen wir zu den Matrizen

s1 � �1 0
0 1



, s2 � �0 1

1 0



und s3 � �1 0

1 1



. Es ist s�1

1 � s1, s
�1
2 � s2 und s�1

3 � s3.

Unsere Standardgerade Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . . wird also von den drei Geraden�
1 0
0 1



Λ0 � �1 0

0 1


Ñ �
1 0
0 1



Λ1 � �1 0

0 π8
Ñ �
1 0
0 1



Λ2 � �1 0

0 π28
Ñ . . .�
0 1
1 0



Λ0 � �0 1

1 0


Ñ �
0 1
1 0



Λ1 � �0 π8

1 0


Ñ �
0 1
1 0



Λ2 � �0 π28

1 0


Ñ . . .�
1 0
1 1



Λ0 � �1 0

1 1


Ñ �
1 0
1 1



Λ1 � �1 0

1 π8
Ñ �
1 0
1 1



Λ2 � �1 0

1 π28
Ñ . . .

überlagert.
Es ist G0 � GL2pF2q, also fallen die drei Knoten über Λ0 zusammen.

Es ist Gn � t�1 m

0 1


 | n P F2rT s,degpmq ¤ nu. Also gilt x�1 1
0 1


y � G0 XG1.

Es ist

s2

�
1 1
0 1



s�1
3 � �0 1

1 0


�
1 1
0 1


�
1 0
1 1


 � �1 1
0 1


 P Γ0pT q
,
also fallen die Knoten s2pΛnq und s3pΛnq ab n � 1 ebenso zusammen wie die Kantenps2pΛ0q, s2pΛ1qq und ps3pΛ0q, s3pΛ1qq
Es ist für m P FqrT s beliebig

s1

�
1 m

0 1



s�1
2 � �1 0

0 1


�
1 m

0 1


�
0 1
1 0


 � �m 1
1 0


 R Γ0pT q
und

s2

�
1 m

0 1



s�1
1 � �0 1

1 0


�
1 m

0 1


�
1 0
0 1


 � �0 1
1 m


 R Γ0pT q
.
Also fallen die Knoten s1pΛnq und s2pΛnq für kein n ¥ 1 zusammen. Damit ist also klar,
wie der Graph Γ0pT qzT aussieht, siehe Abbildung 2

Beispiel 1.29 q � 2,Γu � Γ0pT 2q
Auch dieses Beispiel lässt sich noch einfach von Hand beherrschen. Ein Vertretersystem
von Γ0pT 2qzGL2pF2rT sq ist der P1pF2rT s{T 2q, also die Tupel p0, 1q, p1, 0q, p1, 1q, pT, 1q,pT � 1, 1q und p1, T q, diese ergänzen wir zu den Matrizen

s1 � �1 0
0 1



s2 � �0 1

1 0



s3 � �1 0

1 1



s4 � �1 0

T 1



s5 � � 1 0

T � 1 1



s6 � �0 1

1 T
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Abbildung 2: Der Quotientengraph von Γ0pT qzT für k � F2

Es gilt dann s�1
1 � s1, s

�1
2 � s2, s

�1
3 � s3, s

�1
4 � s4, s

�1
5 � s5 und s�1

6 � �T 1
1 0



.

Unsere Standardgerade Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . . wird also von den sechs Geraden�
1 0
0 1



Λ0 � �1 0

0 1


Ñ �
1 0
0 1



Λ1 � �1 0

0 π8
Ñ �
1 0
0 1



Λ2 � �1 0

0 π28
Ñ . . .�
0 1
1 0



Λ0 � �0 1

1 0


Ñ �
0 1
1 0



Λ1 � �0 π8

1 0


Ñ �
0 1
1 0



Λ2 � �0 π28

1 0


Ñ . . .�
1 0
1 1



Λ0 � �1 0

1 1


Ñ �
1 0
1 1



Λ1 � �1 0

1 π8
Ñ �
1 0
1 1



Λ2 � �1 0

1 π28
Ñ . . .�
1 0
T 1



Λ0 � �1 0

T 1


Ñ �
1 0
T 1



Λ1 � � 1 0

π�18 π8
Ñ�
1 0
T 1



Λ2 � � 1 0

π�28 π28
Ñ . . .�
1 0

T � 1 1



Λ0 � � 1 0

T � 1 1


Ñ �
1 0

T � 1 1



Λ1 � � 1 0

π�18 � 1 π8
Ñ�
1 0

T � 1 1



Λ2 � � 1 0

π�18 � 1 π28
Ñ . . .�
0 1
1 T



Λ0 � �0 1

1 T


Ñ �
0 1
1 T



Λ1 � �0 π8

1 1


Ñ �
0 1
1 T



Λ2 � �0 π28

1 π8
Ñ . . .

überlagert.
Wie in Beispiel 1.28 fallen die drei Knoten s1pΛ0q, s2pΛ0q und s3pΛ0q und die Kantenps2pΛ0q, s2pΛ1qq und ps3pΛ0q, s3pΛ1qq mitsamt den Knoten s2pΛnq, s3pΛnq für n ¥ 1
zusammen.
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Abbildung 3: Der Quotientengraph von Γ0pT 2qzT für k � F2

Es ist

s5

�
1 1
0 1



s�1
6 � � 1 0

T � 1 1


�
1 1
0 1


�
T 1
1 0


 � � 1 0
T � 1 1


�
T � 1 1

1 0


� � � �
T 2 �
 P Γ0pT 2q

also fallen die Knoten s5pΛ0q und s6pΛ0q und die Kanten ps5pΛ0q, s5pΛ1qq undps6pΛ0q, s6pΛ1qq mitsamt den Knoten s5pΛnq, s6pΛnq für n ¥ 1 zusammen.
Man rechnet schnell nach, dass zwischen der nullten und ersten Stufe keine weiteren
Kanten zusammen fallen.
Es ist

s4

�
1 0
1 1



s�1
5 � �1 0

T 1


�
1 0
1 1


�
1 0

T � 1 1


 � �1 0
T 1


�
1 0
T 1


� �� �
0 �
 P Γ0pT 2q

also fallen die Knoten s4pΛ0q und s5pΛ0q zusammen.
Man rechnet schnell nach, dass in der nullten Stufe keine weiteren Knoten zusammen
fallen.
Es ist

s2

�
1 T � 1
0 1



s�1
5 � �0 1

1 0


�
1 T � 1
0 1


�
1 0

T � 1 1


 � �0 1
1 0


�
T 2 T � 1
T � 1 1


� � � �
T 2 �
 P Γ0pT 2q

also fallen die Knoten s2pΛnq und s5pΛnq für n ¥ 1 zusammen.
Weiter Knoten und Kanten fallen nicht mehr zusammen, so dass wir wissen, wie der
Graph Γ0pT 2qzT aussieht. Siehe Abbildung 3
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1.6 Abbruchbedingung

Bisher haben wir gesehen, dass ab der ersten Stufe nur noch Knoten zusammen fallen
können. Um die Graphen ΓuzT komplett zu kennen, möchten wir noch wissen, bis zu
welcher Stufe Knoten noch zusammen fallen können. Im Fall von Kongruenzuntergrup-
pen können wir ein einfaches Kriterium angeben:

Satz 1.30 Sei Γu eine der Gruppen Γ0pNq,Γ1pNq,ΓpNq, sei n � degpNq. Dann fallen
spätestens ab der Stufe n keine Knoten mehr zusammen.

Für diese Gruppen gibt es später noch eine sehr genaue Analyse der Abbruchbedingung.
Siehe Abschnitt 2.4.

Beweis: Sei m ¥ n. Damit in der m-ten Stufe zwei Knoten sipΛmq und sjpΛmq im
Qoutientengraphen zusammen fallen, muss es ein γ P Gm geben mit s�1

i γsj P Γu. Sei

also γ � �α1 M

0 α2


 P Gm mit s�1
i γsj P Γu. Dann sind α1, α2 P FÆ

q und M P FqrT s mit

degpMq ¤ m. Nach Division mit Rest können wir M schreiben als M � Q � N �M 1
mit Q,M 1 P FqrT s, r :� degpM 1q   n. Es ist dann s�1

i γsj � s�1
i

�
α1 QN �M 1
0 α2



sj �

s�1
i

�
α1 M 1
0 α2



sj mod N . Da die Kongruenzuntergruppen über Kongruenzbedingun-

gen modulo N definiert waren, ist also s�1
i γsj P Γu genau dann, wenn s�1

i γ1sj P Γu

ist, mit γ1 :� �α1 M 1
0 α2



. Da γ1 P Gr ist, sind die Knoten sipΛrq und sjpΛrq also im

Quotientengraphen bereits zusammen gefallen.

Um die Graphen ΓuzT zu berechnen, müssen wir also nur degpNq � 1 Stufen weit nach
außen rechnen. Die Knoten, die bis dahin nicht zusammen gefallen sind, entsprechen
den Spitzen des Quotientengraphen.

1.7 Algorithmische Aspekte, Laufzeiten

Wir haben gesehen, dass die erste Aufgabe im Algorithmus zum Berechnen von ΓuzT
darin besteht, ein Vertretersystem von ΓuzGL2pFqrT sq zu bestimmen. Die Laufzeit des
Algorithmus wird von der Ordnung des Vertretersystems abhängen. Wir erklären zu-
nächst für die drei Fälle Γ0pNq,Γ1pNq und ΓpNq, wie wir das Vertretersystem im Com-
puter repräsentieren und abspeichern. Danach schätzen wir die Laufzeit des Algorithmus
grob nach oben ab.

1.7.1 Γ0pNq
Um ein Vertretersystem abzuspeichern, besteht hier die Aufgabe, den P1pFqrT s{Nq zu
bestimmen. Dies ist eine nicht-triviale Aufgabe. Wir haben bereits im Beweis von Lem-
ma 1.22 benutzt, dass zwei Paare pu0, v0q, pu1, v1q genau dann das gleiche Element in
P1pFqrT s{Nq definieren, falls u0v1 � u1v0 mod N gilt. Eine Möglichkeit, P1pFqrT s{Nq
zu erzeugen, wäre dann, die Paare p1, aq mit a P FqrT s,degpaq   degpNq und die Paarepd, aq mit d | N , d normiert, und degpaq   degpNq mit ggTpa, d,Nq � 1 in eine Liste
abzuspeichern. Wir müssten dann bei jedem neuen Element überprüfen, ob es äquivalent
zu einem der Elemente ist, die bereits in der Liste sind.
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Der Nachteil dieser Methode ist allerdings, dass es zu einem beliebigen Element pu, vq P
P1pFqrT s{Nq aufwendig ist, das entsprechende äquivalente Element aus der abgespei-
cherten Liste zu finden, da man pu, vq dann mit jedem Element aus der Liste vergleichen
muss. Man bräuchte also Op#P1pFqrT sqq viele Schritte für diese Aufgabe.
Stattdesen benutzen wir eine kleine Verfeinerung dieses Algorithmus, ähnlich wie ihn
W. Stein in [St, 6.6.1] für P1pZ{Nq vorschlägt. Die Idee ist, dass wir zunächst überlegen,
wie man zu einem gegebenen Paar pu, vq P P1pFqrT s{Nq einen äquivalenten Repräsen-
tanten pu1, v1q findet, der in einem gewissen Sinn kanonisch ist. Wenn man dies hat,
kann man P1pFqrT s{Nq erzeugen, indem man genügend Paare in eine Liste aufnimmt,
und durch die dazu äquivalenten kanonischen Repräsentanten ersetzt. Zu einem Paarpu, vq P P1pFqrT s{Nq setzen wir dazu u1 :� ggTpu,Nq und suchen das lexikographisch
kleinste Element v1 P FqrT s, so dass pu, vq � pu1, v1q in P1pFqrT s{Nq gilt. Danach kann
man die Liste sortieren und doppelte Paare rauswerfen.

Algorithmus 1.31
EINGABE: u, v, P FqrT s, N P FqrT s,degpNq ¥ 1.

AUSGABE: rp0, 0q; 0s falls pu, vq R P1pFqrT s{Nq ist. Ansonsten rpu0, v0q; sqs mit
ggTps,Nq � 1 und pu, vq � psu0, sv0q mod N . Das Paar pu0, v0q soll dabei nur von der
Klasse von pu, vq P P1pFqrT s{Nq abhängen. Für alle s1 mit ggTps1,Nq � 1 liefert die
Eingabe rps1u, s1vq;N s ebenfalls pu0, v0q als Ergebniss.

NOTATION: Zu a P FqrT s bezeichne a%N das eindeutige Polynom a1 P FqrT s mit
a � a1 mod N und degpa1q   degpNq.
ALGORITHMUS:

1. Reduziere u und v modulo N :

u := u%N
v := v%N

2. Falls u � 0 ist: Falls ggTpv,Nq � 1 ist, gib rp0, 1q, vs aus. Ansonsten gib rp0, 0q, 0s
aus.

3. Berechne g � gcdpu,Nq und s, t P FqrT s mit g � su� tN und reduziere s mod N :

g, s, t := Xgcd(u,N)
s := s%N

4. Falls ggTpu, v,Nq � ggTpg, vq ¡ 1 ist, gib rp0, 0q; 0s aus.

5. Da g � su � tN ist, können wir s als eine Art Pseudo-Inverse zu u mod N

auffassen. Da g | u, können wir s mod N
g

abändern, ohne etwas an su mod N zu
ändern. Wir können daher ein s wählen mit ggTps,Nq � 1:

if g != 1 {

d := N/g
while ggT(s, N) != 1 {

s := s + d
s := s % N

}
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}

6. Da ggTps,Nq � 1 ist, können wir pu, vq mit s multiplizieren, und erhalten dann
das in P1pFqrT s{Nq äquivalente Element pg, svq:

u := g
v := s * v
v := v % N

7. Da g als grösster gemeinsamer Teiler nur bis auf Einheiten in pFqrT sqÆ � FÆ
q

eindeutig ist, können wir noch g normieren. Sei g � anT
n � . . . . Multiplizierepg, vq mit a :� a�1

n :

g := a * g
v := a * v

8. Der entscheidende Schritt im Algorithmus ist jetzt, dass wir ein zu pg, vq äquivalen-
tes Paar pg, v1q finden, dass v1 bezüglich der lexikographischen Ordnung minimiert.
Dieses Paar ist dann eindeutig. Dazu gehen wir wie folgt vor: Falls ein 1 � t P FqrT s
existiert mit ggTpt,Nq � 1 und tg � g mod N , so gilt pt � 1qg � 0 mod N ,
also t � 1 � kN{g für ein k P FqrT s, k � 0,degpkq   degpgq. Es reicht al-
so für alle 0 � k P FqrT s mit degpkq   degpgq die Paare pg, v � kvN{gq mit
ggTp1�kN{g,Nq � 1 zu berechnen, und dasjenige rauszupicken, welches v�kvN{g
minimiert.

min v := v
min t := 1
if g != 1 {

for all k P FqrT s,degpkq   degpgq {
temp v := v + k v N/g
temp v := temp v % N;
if temp v   min v and ggT(1 + k N/g, N) = 1 {

min v := temp v
min t := 1 + k N/g

}

}

}
s := s * min t
s := s % N

9. Schlussendlich ist noch zu beachten, dass wir ein s berechnet haben mit psu, svq �pu0, v0q. Also müssen wir s noch invertieren:

s := inverse(s, N)
return [(u, min v), s]

Mit Hilfe von Algorithmus 1.31 ist es nun einfach, ein vollständiges und in obigem
Sinn sortiertes Repräsentantensystem von P1pFqrT s{Nq zu erzeugen. Dazu schreiben
wir einfach die kanonischen Vertreter von den Paaren p0, 1q und pg, vq für alle g | N
und alle v P FqrT s,degpvq   N in eine Liste. Diese Liste sortieren wir anschließend und
entfernen in einem Durchgang doppelte Einträge.
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Einen kanonischen Vertreter pu, vq P P1pFqrT s{Nq können wir direkt nach SL2pFqrT sq
liften. Dazu beachten wir, dass u ein Teiler von N ist und ggTpu, v,Nq � 1 gilt, folglich
sind u und v teilerfremd. Wir schreiben dann 1 � xu � yv und erhalten die Matrix�
y �x
u v


 P SL2pFqrT sq als Lift von pu, vq.
Bemerkung 1.32 Der Chinesischen Restsatz liefert eine Zerlegung

P1pFqrT s{Nq �¹
p|N P1pFqrT s{pνpq

Damit kann man die Aufgabe noch einmal vereinfachen, da es relativ leicht ist, die
Elemente von P1pFqrT s{pνpq auf eine kanonische Art aufzuzählen. Dies wurde allerdings
nicht implementiert, da die eingesparte Rechenzeit unwesentlich ist.

Mit Hilfe von Algorithmus 1.31 und dem konstruktiv aufgeschriebenen Beweis 1.22 ist
damit auch klar, wie wir zu einem gegebenen Element γ P GL2pFqrT sq ein Γ0pNq-
äquivalentes γ1 aus unserem Vertretersystem und eine Matrix t P Γ0pNq finden mit
γ � tγ1.
1.7.2 ΓpNq
Wir haben in Satz 1.24 gezeigt, dass ein Repräsentantensystem von ΓpNqzGL2pFqrT sq
aus den Matrizen in �

FÆ
q 0

0 1



SL2pFqrT s{Nq

besteht. Die Berechnung des Repräsentantensystems wird nun kurz erklärt. Der trick-
reiche Teil besteht darin, zu einer Matrix γ̄ P SL2pFqrT s{Nq eine Matrix γ P SL2pFqrT sq
zu konstruieren mit γ ÞÑ γ̄ bezüglich der Reduktions. Dies ist möglich, da die Abbildung
SL2pFqrT sq ÝÑ SL2pFqrT s{Nq surjektiv ist. Dafür gebe ich an dieser Stelle einen kurzen
konstruktiven Beweis an, aus dem unmittelbar klar wird, wie man die Matrizen nach
SL2pFqrT sq liften kann.

Satz 1.33 Die Abbildung

ρ : SL2pFqrT sq ÝÑ SL2pFqrT s{Nq�
a b

c d


 ÞÑ �
a mod N b mod N

c mod N d mod N



ist surjektiv.

Beweis: Sei γ � �a b

c d



in SL2pFqrT s{Nq gegeben. Wir haben also Polynome a, b, c, d P

FqrT s mit ad� bc � 1 mod N . Unser Ziel ist es, Polynome k, l, s, t P FqrT s so dass mit
a1 :� a� kN, b1 :� b� lN, c1 :� c� sN, d1 :� d� tN gilt a1d1 � b1c1 � 1. Dann ist�

a1 b1
c1 d1
 P SL2pFqrT sq

im Urbild von γ unter ρ.
Dazu betrachten wir erst die untere Zeile. Da ggTpc, dq P pFqrT s{NqÆ ist, gilt
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ggTpc, d,Nq � 1. Wir wollen s, t in FqrT s finden, so dass für c1 :� c�sN und d1 :� d�tN
gilt ggTpc1, d1q � 1. Wir unterscheiden zwei Fälle. Falls c � 0 ist, dann setzen wir s � 0
und mit g :� ggTpc, dq wählen wir mit dem Chinesischen Restsatz ein t P FqrT s, dass
die Kongruenzen

t � 1 mod p für p | g
t � 0 mod p für p ∤ g, p | c

löst. Man sieht dann unmittelbar, dass ggTpc1, d1q � 1 gilt. Falls c � 0 ist, so folgt aus
ggTpc, d,Nq � 1, dass d � 0 gilt. Mit den Rollen von c und d vertauscht finden wir dann
auf die gleiche Art wieder s und t mit ggTpc� sN, d� tNq � 1. In beiden Fällen können
wir die untere Zeile liften.
Für die obere Zeile beachten wir, dass ad � bc � 1 � rN ist für ein r P FqrT s, da γ P
SL2pFqrT s{Nq ist. Da ggTpc1, d1q � 1 ist, finden wir mit dem Euklidschen Algorithmus
Polynome f, g P FqrT s mit 1 � fc1 � gd1. Wir setzen dann k :� �pr � at � bsqg und
l :� pr � at� bsqf . Es gilt dann

a1d1 � b1c1 � pa� kNqd1 � pb� lNqc1 � ad1 � kNd1 � bc1 � lNc1 �
ad� atN � bc� bsN � kNd1 � lNc1 � ad� bc� atN � bsN � kNd1 � lNc1 �

1� pr � at� bs� kd1 � lc1qN � 1� pr � at� bs� pr � at� bsqpgd1 � fc1qqN �
1� pr � at� bs� pr � at� bsq1qN � 1

Also ist die Matrix

�
a1 b1
c1 d1
 ein Lift von γ nach SL2pFqrT sq.

Der Beweis war konstruktiv. Damit ist dann klar, wie wir das Repräsentantensystem
von ΓpNqzGL2pFqrT sq berechnen.

Um nun zu einer gegebenen Matrix γ P GL2pFqrT sq eine ΓpNq-äquivalente Matrix aus

unserem Vertretersystem zu finden, sei r :� �
detpγq 0

0 1



. Dann ist γ̃ :� r�1 � γ P

SL2pFqrT sq. Sei γ̄ :� ρpγ̃q die Matrix, die wir erhalten, indem wir die Einträge modulo
N reduzieren. γ̄ ist dann in SL2pFqrT s{Nq. Wir liften γ̄ wie im Beweis von Satz 1.33 zu
einer Matrix κ P SL2pFqrT sq Dann ist r � κ die gesuchte ΓpNq-äquivalente Matrix zu γ

aus unserem abgespeicherten Vertretersystem.

Bemerkung 1.34 Im Beweis von Satz 1.33 bestand die Aufgabe darin, zu einem Paarpc, dq mit ggTpc, d,Nq � 1 und c � 0 ein t P FqrT s zu finden, so dass ggTpc, d � tNq �
1 gilt. Dieses t haben wir mit dem Chinesischen Restsatz konstruiert. Wenn es aus
Komplexitätsgründen das Ziel ist, ein t mit möglichst kleinem Grad zu wählen, so ist es
geschickter, dieses zufällig zu wählen. Eine Aussage über ‘Primzahlen in Arithmetischer
Progression‘ suggeriert dann, dass nur wenige t von kleinem Grad benötigt werden.
Dabei sollten Polynome bis zum Grad OplogqpGradNqq ausreichen. Einen Beweis dafür
haben wir nicht. In der Praxis funktioniert dieses Verfahren allerdings gut, meist sogar
mit t � 1.
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1.7.3 Γ1pNq
In Satz 1.25 haben wir gesehen, dass ein Repräsentantensystem von Γ1pNqzGL2pFqrT sq
isomorph ist zu �

FÆ
q 0

0 1


 tpc, dq P pFqrT s{Nq2 | ggTpc, dq � 1u
Zunächst überlegen wir uns wieder, wie wir ein Paar pc, dq P pFqrT s{Nq2 mit ggTpc, dq �
1 zu einer Matrix in SL2pFqrT sq liften können.
Dazu sei pc, dq ein solches Paar. Da ggTpc, dq � 1 in FqrT s{N ist, ist ggTpc, d,Nq � 1.
Wie im Beweis von Satz 1.33 finden wir auf kanonische Weise Polynome s, t in FqrT s,
so dass für c1 :� c � sN und d1 :� d � tN gilt ggTpc1, d1q � 1. Zu einem solchen Paarpc1, d1q finden wir dann Polynome x, y P FqrT s mit 1 � xc1 � yd1. Also ist die Matrix�
y �x
c1 d1 
 P SL2pFqrT sq.

Um zu einer gegeben Matrix γ P GL2pFqrT sq eine Γ1pNq-äquivalente Matrix aus dem

abgespeicherten Vertretersystem zu finden, sei wieder r :� �detpγq 0
0 1



. Von der Matrix

γ̃ :� r�1 � γ P SL2pFqrT sq nehmen wir die untere Zeile, reduzieren die Einträge modulo
N und erhalten dann ein Tupel pc, dq P pFqrT s{Nq2 mit ggTpc, dq � 1. Dieses liften
wir auf eben beschrieben Weise zu einem Paar pc1, d1q P pFqrT sq2 mit ggTpc1, d1q � 1
und ergänzen dieses Paar zu einer Matrix κ P SL2pFqrT sq. Die Matrix r � κ ist dann die
gesuchte Γ1pNq-äquivalente Matrix zu γ aus dem abgespeicherten Vertretersystem.

1.7.4 Laufzeiten

Sei Γu eine Kongruenzuntergruppe der Stufe N mit n :� degpNq und sei
m :� rGL2pFqrT sq : Γus die Zahl der Elemente im Vertretersystem. Um die Knoten
der Stufe 0 zu berechnen, brauchen wir nach Satz 1.26 weniger als #GL2pFqq � m2 �pq2�1qpq�1qq �m2 viele Schritte. Um die Kanten zwischen 0 und 1 zu berechnen, brau-
chen wir weniger als pq� 1q2q �m2 viele Schritte. Und um die Knoten und Kanten einer
Stufe 1 ¤ i   N zu berechnen brauchen wir weniger als pq � 1q2qi�1 �m2 viele Schritte.
In der Praxis brauchen wir sogar deutlich weniger Schritte. Schließlich wissen wir, dass
Vertreter, die in einer Stufe i ¥ 1 zusammengefallen sind, auch in den Stufen k ¥ i

zusammenfallen werden. Diese Vertreter können wir dann also aus dem Vertretersystem
rausnehmen. Weiterhin brauchen wir nicht in jeder Stufe alle m Vertreter paarweise mit-
einander vergleichen. Sobald wir wissen, dass zwei Vertreter zusammenfallen, brauchen
wir die restlichen Vertreter nur noch mit einem der beiden vergleichen. Eine geschickte
Implementierung spart hier also noch einmal deutlich Rechenzeit.

Für Γ0pNq ist m ¤ qn � τpNq mit τpNq :� #tM P FqrT s mit M | Nu. Für Γ1pNq ist
m � pq � 1q � q2n und für ΓpNq ist m � pq � 1qq3n. Bei den Gruppen ΓpNq ist daher
schon für kleine q schnell eine Komplexität erreicht, die nicht mehr zu beherrschen ist.
Hier können wir daher nur kleine Beispiele berechnen.
Für kleine q haben wir die Gruppen Γ1pNq noch etwas besser unter Kontrolle. Allerdings
wächst auch hier mit wachsendem n die Komplexität sehr schnell an. Zum Beispiel für
q � 4 und N � T 3 � T beträgt in der vorliegenden Implementierung die Rechenzeit auf
einem Intel Core Duo T2300 mit 1,66 GHz ungefähr 176 Minuten.
Die Gruppen Γ0pNq haben wir noch am besten unter Kontrolle, hier wächst m in
Abhängigkeit von n nicht ganz so rasant. Für q � 2 können wir daher Beispiele bis
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zum Grad n � 10 berechnen. Auch für etwas grössere q haben wir hier noch einige
Beispiele unter Kontrolle.

1.8 Motivation 1

Die Graphen ΓuzT verraten einem wichtige arithmetische Eigenschaften der Gruppen
Γu. Es ist zum Beispiel der Rang der grössten abelschen Faktorgruppe von Γu gleich
dem Z-Rang der Homologie des Graphen ΓuzT . Genau gilt:

Satz 1.35 Es existiert ein Isomorphismus Γab
u {torsion � H1pΓuzT ,Zq

Beweis: Nach [Se, I.5, Cor. 1] gilt Γu{R � π1pΓuzT q, wobei R die Gruppe xGΛ | Λ P
XpT qy ist. Ein Matrix γ P GL2pFqrT sq lässt genau dann einen Knoten fix, wenn γ

endliche Ordnung hat. Seien Γu,f die Elemente in Γu von endlicher Ordnung. Es ist alsopΓu{Γu,fqab � π1pΓuzT qab � H1pΓuzT ,Zq. Außerdem gilt Γab
u {torsion � pΓu{Γu,f qab.
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2 Harmonische Kozykeln

In diesem Kapitel definieren wir den Vektorraum der harmonischen Kozykel und liefern
einen Algorithmus zum Bestimmen einer Basis dieses Vektorraums. Dieses Kapitel be-
ruht dabei auf der Arbeit [Te1] von J.T. Teitelbaum. Einige Resultate aus Abschnitt 2.3
finden sich auch wieder in [Se].

2.1 Kozykeln

Wir definieren harmonische Kozykeln als Funktionen auf den gerichteten Kanten des
Bruhat-Tits-Baums. Dazu bezeichnen wir für e P Y pT q mit eÆ die Kante e mit um-
gekehrter Orientierung. Für einen Knoten v P XpT q schreiben wir e ÞÑ v falls v der
Endknoten von e ist. Sei V pkq der Vektorraum der homogenen Polynome in 2 Variablen
X und Y vom Grad k � 1 über K8. Wir lassen GL2pK8q auf V pkq operieren durch

γ ��X
Y


 � pad� bcq�1

�
d �b�c a


�
X

Y



für γ � �a b

c d


 P GL2pK8q. Sei V p�kq � HompV pkq,K8q. Wir lassen GL2pK8q auf

V p�kq operieren durch gϕpmq :� ϕpg�1mq.
Definition 2.1 Sei M ein Vektorraum mit einer Operation der GL2pFqrT sq, Γu eine
der Kongruenzuntergruppen aus Definition 1.21.

(a) Eine Funktion c : Y pT q ÝÑM heisst M -wertiger harmonischer Kozykel, falls

(i) Für alle Knoten v P XpT q gilt
°

e ÞÑv
cpeq � 0.

(ii) cpeÆq � �cpeq für alle e P Y pT q.
(b) Eine Funktion c : Y pT q ÝÑ M heißt Γu-equivariant, falls für alle γ P Γu gilt

cpγeq � γcpeq
(c) Sei CharpΓu, kq die Menge der Γu-equivarianten harmonischen Kozykel mit Werten

in V p1� kq b pdetq2�k.

Bemerkung 2.2 CharpΓu, kq ist mit punktweiser Addition und skalarer Multiplikation
ein K8-Vektorraum.

Definition 2.3 Ein harmonischer Kozykel c heißt kuspidal bezüglich einer Kongruenz-
untergruppe Γu, falls es einen endlichen Teilgraphen V � ΓuzT gibt mit cpeq � 0 für
alle e R Y pπ�1pV qq.
Als nächstes wollen wir zeigen, dass Γu-equivariante harmonische Kozykel mit Werten in
einem Vektorraum der Charakteristik p für Kongruenzuntergruppen Γu kuspidal sind.
Hierzu brauchen wir noch ein Lemma über die Stabilisatoren von den Knoten in der
Standardgerade Λ0 Ñ Λ1 Ñ . . . .

Lemma 2.4 Sei Γu eine Kongruenzuntergruppe, sei Λi � rxO8 ` πnO8ys ein Knoten
aus der Standardgerade. Sei Ui � StabΓupΛiq. Dann gilt:

(a) Für i hinreichend groß ist #Ui{Ui�1 � q.
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(b) In diesem Fall fixiert Ui{Ui�1 die Kante pΛi,Λi�1q und operiert transitiv auf den
anderen q Kanten, die Λi als Knoten haben.

Beweis: (a) Für Γu � Γp1q � GL2pFqrT sq haben wir in Satz 1.17(b) die Stabilisatoren

der Knoten Λi explizit ausgerechnet als StabΓp1qpΛiq � Gi � t�a f

0 b


 | a, b P FÆ
q, f P

FqrT s,degpfq ¤ iu und es gilt #Gi{Gi�1 � q.
Sei nun Γu eine beliebige Kongruenzuntergruppe. Nach Definition existiert dann ein
n P FqrT s mit Γpnq � Γu. Es gilt Ui � StabΓupΛiq � Gi X Γu. Sei U 1

i :� StabΓpnqpΛiq.
Für i ¡ degpnq gilt dann U 1

i � Gi X Γpnq � t�1 g � n
0 1


 | degpgq ¤ i � degpnqu. Also

ist #U 1
i � qi�degpnq und #U 1

i{U 1
i�1 � qi�degpnq{qi�1�degpnq � q. Da Gi�1 � Ui � Gi ist,

gilt Gi{Gi�1 � Gi�1 � Ui{Gi�1 � Ui{Ui X Gi�1 � Ui{Ui�1. Genauso gilt U 1
i{U 1

i�1 �
Ui{Ui�1 � Gi{Gi�1 und für i ¡ degpnq � 1 bekommen wir aufgrund der Kardinalitäten
jeweils Gleichheit.
(b) In Satz 1.17(d) haben wir bereits gezeigt, dass Gi die Kante pΛi,Λi�1q fixiert und
dass #Gi � pΛi�1,Λiq � q ist. Da Gi�1 � pΛi�1,Λiq � pΛi�1,Λiq ist, ist also auch Ui{Ui�1 �pΛi�1,Λiq � Gi{Gi�1pΛi�1,Λiq � q. Das heißt Ui{Ui�1 operiert transitiv auf den Kanten
an Λi von pΛi,Λi�1q verschieden.

Satz 2.5 Sei p � CharpK8q und M ein endlich-dimensionaler Vektorraum mit ei-
ner Operation der GL2pFqrT sq über einem Körper der Charakteristik p und sei Γu eine
Kongruenzuntergruppe. Dann ist jeder M -wertige Γu-equivariante harmonische Kozykel
kuspidal.

Beweis: Sei w :� e1, e2, . . . , ek, . . . eine Folge von Kanten in T , die eine Spitze von Γu

repräsentieren, die also unter der Projektion π : T ÝÑ ΓuzT auf ein Ende des Graphen
ΓuzT abgebildet werden. Sei c ein M -wertiger Γu-equivarianter harmonischer Kozykel.
Zu zeigen ist, dass cpeiq � 0 ist für i gross genug.
Wir betrachten zuerst die Spitze, die zu der Folge von Knoten Λ0,Λ1,Λ2, . . . gehört,
also ist ei � pΛi�1,Λiq.
Sei U � StabΓupwq und Ui :� StabΓupeiq. Es gilt also U1 � U2 � . . . und

�
iPN

Ui � U .
Sei Mi :� tm P M | γm � m für alle γ P Uiu. Aufgrund der Γu-Equivarianz von c

gilt dann cpeiq P Mi. Es ist Mi�1 � Mi, die Mi bilden also eine absteigende Folge
von Untervektorräumen in einem endlichdimensionalen Vektorraum, es gibt also ein
N , so dass für alle i ¥ N gilt Mi�1 � Mi. Sei j beliebig größer als maxpN, degpnq �
1q (mit Γu � Γpnq). Sei vj der Knoten, der die Kanten ej�1 und ej verbindet. Also
ist Uj�1 � Uj � StabΓupvjq und nach Lemma 2.4 ist #Uj{Uj�1 � q und Uj{Uj�1

operiert transitiv auf den q Kanten ungleich ej�1, die an vj angrenzen. Sei tγ1, . . . , γqu
ein Repräsentantensystem von Uj{Uj�1. Da c harmonisch ist gilt dann

cpejq � q̧

i�1

cpγiej�1q �
c Γu�equivariant

q̧

i�1

γicpej�1q�
cpej�1qPMj�1�Mj

q̧

i�1

cpej�1q � qcpej�1q � 0

Also ist cpejq � 0 für alle j ¡ N .
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Sei nun w̃ :� ẽ1, ẽ2, . . . eine Folge von Kanten in T , die eine beliebige Spitze in Γu

repräsentieren. Da GL2pFqrT sq transitiv auf den Spitzen operiert, gibt es ein
γ P GL2pFqrT sq mit γw � w̃, also existiert ein Ñ mit γei � ẽi für i ¡ Ñ . Wir definieren
nun c̃ : T ÝÑM : c̃pσq :� γ�1cpγ � σq.
c̃ ist dann ein harmonischer Kozykel für die Kongruenzuntergruppe γ�1Γuγ: Die Har-
monizität folgt unmittelbar aus der Harmonizität von c. Für die γ�1Γuγ-Equivarianz:
Sei α P γ�1Γuγ, also α � γ�1βγ mit β P Γu. Dann gilt:

c̃pασq � c̃pγ�1βγσq � γ�1cpγγ�1βγσq � γ�1βcpγσq � γ�1βγγ�1cpγσq � αc̃pσq
Es gibt also ein N P N mit c̃pejq � 0 für j ¡ N . Also 0 � c̃pejq � γ�1cpγejq. Für
j ¡ maxpN, Ñq gilt dann γ�1cpẽjq � 0, also cpẽjq � 0.
Da nach Bemerkung 1.27 ΓuzT ein endlicher Teilgraph mit endlich vielen Spitzen ist,
und wir gezeigt haben, dass c auf allen Spitzen verschwindet, folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.6 Der Beweis von Satz 2.5 macht keine Verwendung des expliziten Ko-
zykels. Wir haben also gezeigt, dass ein endlicher Bereich von ΓuzT existiert, so dass
für alle harmonischen Kozykel c gilt cpeq � 0 für alle e R Y pπ�1pV qq. Insbesondere gilt
dimCharpΓu, kq   8.

2.2 Stabile Knoten

Bevor wir zu einem Algorithmus zum Bestimmen der harmonsichen Kozykel kommen,
müssen wir erst die Struktur des Quotientengraphen ΓuzT besser verstehen. Hierzu
führen wir den Begriff

”
Γu-stabil“ ein, und werden untersuchen, wie der Bereich des

Quotientengraphen, der aus stabilen Knoten besteht, aussieht.

Definition 2.7 Sei Γu eine Kongruenzuntergruppe der GL2pFqrT sq. Ein Knoten x P
XpT q (bzw eine Kante y P Y pT q) heißt Γu-stabil, falls StabΓupxq � t1u
(bzw. StabΓupyq � t1u) ist.

Sei T8 :� T8,Γu der Teilgraph von T , der aus den Γu-instabilen Knoten und Kanten
besteht und sei S0 � XpT q �XpT8q bzw. S1 � Y pT q � Y pT8q.
Da die Stabilisatoren der Knoten bzw. Kanten in S0 bzw. S1 trivial sind, operiert Γu frei
auf S0 bzw. S1. Also sind die ZrΓus-Modulen L0 � ZrS0s bzw. L1 � ZrS1s freie Moduln
vom Rang l0 :� #pΓuzS0q bzw. l1 :� #pΓuzS1q.
Satz 2.8 Die Zahlen l0 bzw. l1 sind endlich.

Beweis: Für l0 ist zu zeigen, dass im Quotientengraph ΓuzT nur endlich viele stabi-
le Knoten sind. Nach Bemerkung 1.27 besteht der Graph ΓuzT aus einem endlichen
Graphen plus einer endlichen Anzahl von Spitzen. Für die Spitze, die durch die Stan-
dardgerade Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . . repräsentiert wird, gibt es nach Lemma 2.4 ein N P N,

so dass für alle i ¡ N gilt
# StabΓupΛiq

# StabΓu pΛi�1q � q, also auf jeden Fall StabΓupΛiq ¡ t1u.
Für eine beliebige Spitze w � e1, e2, e3, . . . finden wir wie im Beweis zu Satz 2.5 ein
γ P GL2pFqrT sq mit γw � w̃, also ei � γΛi und γpei, ei�1q � pΛi,Λi�1q für alle i ¡ N

für ein N P N. Es ist dann StabΓupeiq � StabΓupγΛiq � γ StabΓupΛiqγ�1, also sind die
Stabilisatoren StabΓupeiq und StabΓupΛiq ab einem N P N gleichmächtig.
Insgesamt haben wir also nur endlich viele Knoten in ΓuzS0.
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Für l1 geht der Beweis analog, da für die Standardgerade gilt StabΓuppΛi,Λi�1qq �
Γu X StabGL2pFqrT sqppΛi,Λi�1qq � Γu X StabGL2pFqrT sqpΛiq X StabGL2pFqrT sqpΛi�1q � Γu X
StabGL2pFqrT sqpΛiq � StabΓupΛiq und für eine beliebige Spitze finden wir wieder ein
N P N, so dass für alle i ¡ N die Stabilisatoren StabΓuppei, ei�1qq und StabΓuppΛi,Λi�1qq
gleichmächtig sind.
Wir haben also auch nur endlich viele Knoten in ΓuzS1.

Als erstes wollen wir bemerken, dass es für die Gruppen Γ0pNq über Fq mit q ¡ 2 keine
stabilen Knoten und Kanten gibt. Für q ¡ 2 und q � 2r ist zum Beispiel die Matrix A :��

2 0
0 2



in Γ0pNq. Für jedes O8-Gitter von K28 gilt aber, dass man durch Multiplikation

mit Skalaren in der selben Gitterklasse bleibt. Also ist

�
2 0
0 2


 P StabΓ0pNqpxq für alle

x P XpT q. Für eine Kante y P Y pT q gilt StabΓ0pNqpyq � StabΓ0pNqpx1q X StabΓ0pNqpx2q
für x1 und x2 die beiden an y angrenzenden Knoten, also gilt auch A P StabΓ0pNqpyq.
Also sind alle Kanten und Knoten instabil.

Für q � 2r, r ¥ 2 funktioniert das selbe Argument mit der Matrix

�
ξ 0
0 ξ



, mit ξ P FÆ

q

und ξ � 1.
Für q � 2 funktioniert dieses Argument natürlich nicht, da wir in diesem Fall keine
nicht-trivialen Skalarmatrizen in der GL2pFqrT sq haben.
Die Struktur des stabilen Bereichs im Quotientengraphen in den übrigen Fällen, also für
die Gruppen ΓpNq,Γ1pNq und für q � 2,Γ0pNq, werden wir im Abschnitt 2.4 genauer
untersuchen.

Bemerkung 2.9 Sei v P XpT q ein Γ-stabiler Knoten. Dann sind die q � 1 Kantenpv, v1q, . . . pv, vq�1q in Y pT q, die v als einen Knoten haben, ebenfalls Γ-stabil.

Beweis: Es ist StabΓppv, viqq � StabΓpvq X StabΓpviq � t1u X StabΓpviq � t1u.
Der folgende Satz zeigt, dass für einen stabilen Knoten die Projektion π : T ÝÑ ΓzT
lokal eine Bijektion ist.

Satz 2.10 Sei Γ eine Untergruppe der GL2pFqrT sq. Dann gilt: Falls v P XpT q ein Γ-
stabiler Knoten ist, hat v̄ P XpΓzT q im Quotientengraphen genau q � 1 angrenzende
Kanten.

Beweis: Seien pv, v1q, pv, v2q, . . . pv, vq�1q die q � 1 Kanten an v. Angenommen, zwei
Kanten pv, viq, pv, vjq fallen in ΓzT zusammen. Dann existiert ein γ P Γ mit γpv, viq �
γpv, vjq. Da Γ nach Vorraussetzung in GL2pFqrT sq war, erhält Γ nach Korollar 1.14 die
Orientierung der Kanten. Also muss dann γv � v und γvi � vj gelten, also γ P StabΓpvq.
Wegen der Γ-Stabilität von v folgt somit γ � 1 und i � j.

Die Umkehrung dieses Satzes gilt im Allgemeinen nicht. Sei q � 2 und Γ � Γ0pNq. Wir
haben bereits gesehen, dass wir in diesem Fall wegen der Anwesenheit von Skalarma-
trizen keine stabilen Knoten haben. Für die meisten N gibt es aber etliche Knoten in
XpT q, die in Γ0pNqzT genau q � 1 Nachbarn haben. Abbildung 4 zum Beispiel zeigt
den Graph Γ0pT � pT 2 � 1qqzT für Fq � 3.
Auch wenn wir ausschließen, dass die Gruppe Γ nicht-triviale Skalarmatrizen besitzt,
oder wenn wir voraussetzen, dass Γ für alle l mit ggTpl,CharpK8qq � 1 l-torsionsfrei
ist, gilt die Umkehrung nicht. Dazu betrachten wir das folgende Beispiel:
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Abbildung 4: Der Quotientengraph von Γ0pT � pT 2 � 1qqzT für k � F3

Beispiel 2.11 Sei q � 2 und

Γ :� tγ P GL2pFqrT sq | Da P Fq mit γ � �1 a

0 1



mod T 3u.

Lemma 2.17 zeigt, dass Γ als Untergruppe von Γ1pT 3q l-torsionsfrei ist für ggTpl, 2q � 1.
Wir betrachten die Umgebung des Knotens Λ2 � rxO8 ` O8π28ys. Λ2 entspricht also

der Matrix

�
1 0
0 π28
. Die drei Nachbarknoten zu Λ2 in T entsprechen den Knoten Λ1

und Λ3 und einem weiteren Knoten gegeben durch die Matrizen

�
1 0
0 π8
,

�
1 0
0 π38


und

�
π8 1
0 π28
.

Für ein γ � �1 α� T 3n

0 1


 P Γ gilt dann:�
1 α� T 3n

0 1


�
1 0
0 π38
 � �1 π38α� π38T 3n

0 π38 
 � �1 π38α� n

0 π38 
�
1 α� T 3n

0 1


�
1 0
0 π8
 � �1 π8α� π8T 3n

0 π8 
 � �1 π8α� T 2n

0 π8 
�
1 α� T 3n

0 1


�
π8 1
0 π28
 � �π8 1� απ28 � π28T 3n

0 π8 
 � �π8 1� απ28 � Tn

0 π28 

Wir erhalten jeweils andere Basen für die selben Gitter, Γ kann also keines der 3 Gitter
miteinander identifizieren. Wir haben also gezeigt, dass in ΓzT das Gitter Λ2 ebenfalls
3 Nachbarknoten hat.
Der Knoten Λ2 ist allerdings instabil, denn der Stabilisator eines Knotens Λi aus der
Standardbasis berechnet sich zu

Γi :� StabΓpΛiq � ΓX StabGL2pFqrT sqpΛiq � ΓX t�1 f

0 1


 | degpfq ¤ 1u
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� $''''&''''%t�1 α

0 1

� | α P Fqu für i ¤ 2t�1 α� T 3n

0 1

� | α P Fq, n P FqrT s,degpnq ¤ i� 3u für i ¥ 3

Insgesamt sehen wir also, dass die Umkehrung von Satz 2.10 in diesem speziellen Fall
nicht gilt.

2.3 Euler-Poincaré-Charakteristik

Die Euler-Poincaré-Charakteristik ist ein Hilfsmittel zur Überprüfung der Ergebnisse für
die Quotientengraphen von l-torsionsfreien Untergruppen G der GL2pFqrT sq. Satz 2.15
und Satz 2.23 liefern zwei verschiedene Verfahren, um die Euler-Poincaré-Charakteristik
zu berechnen. Einmal über den Index von G in GL2pFqrT sq und einmal durch Abzählen
von stabilen Knoten und Kanten im Quotientengraph von GzT .

Definition 2.12 Sei Γu eine Kongruenzuntergruppe der GL2pFqrT sq von endlichem In-
dex. Dann definieren wir die Euler-Poincaré-Charakteristik von Γu als

χpΓuq :� ¸
xPXpΓuzT q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzT q 1

# StabΓupyq
Als erstes überlegen wir, dass die beiden Summen konvergieren. Hierzu zeigen wir, dass
es sich bei den Summen um geometrische Reihen handelt, zumindest sobald wir an einer
Spitze des Qoutientengraphen weit genug nach Unendlich gegangen sind.

Lemma 2.13 Für Γu eine Kongruenzuntergruppe der GL2pFqrT sq sind die Reihen¸
xPXpΓuzT q 1

# StabΓupxq
und ¸

yPY pΓuqzT q 1

# StabΓupyq
konvergent.

Beweis: Nach Bemerkung 1.27 besteht der Graph ΓuzT aus einem endlichen zusam-
menhängenden Gebiet plus einer endlichen Anzahl von Spitzen. Es ist also für eine be-
liebige Spitze, die durch einen Pfad w � e0, e1, e2, e3, . . . repräsentiert wird, zu zeigen,
dass 8̧

i�0

1

# StabΓupeiq
und 8̧

i�0

1

# StabΓuppei, ei�1qq
konvergieren
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Für die Spitze, die zu der Standardgerade w̃ � Λ0,Λ1,Λ2,Λ3, . . . gehört, wissen wir
nach Lemma 2.4, dass es ein N P N gibt, so dass für alle i ¡ N gilt

# StabΓupΛi�1q
# StabΓupΛiq � q

Also konvergiert die Reihe 8̧
i�0

1

# StabΓupΛiq
Für i ¡ 1 gilt StabΓuppΛi,Λi�1qq � StabGL2pFqrT sqppΛi,Λi�1qqXΓu � StabGL2pFqrT sqpΛiqX
Γu � StabΓupΛiq. Also konvergiert auch die Reihe8̧

i�0

1

# StabΓuppΛi,Λi�1qq
Für eine beliebige Spitze w � e1, e2, e3, . . . finden wir wie im Beweis zu Satz 2.5 ein
γ P GL2pFqrT sq mit γw � w̃, also ei � γΛi und γpei, ei�1q � pΛi,Λi�1q für alle i ¡ N

für ein N P N. Es ist dann StabΓupeiq � StabΓupγΛiq � γ StabΓupΛiqγ�1, also sind die
Stabilisatoren StabΓupeiq und StabΓupΛiq ab einem N P N gleichmächtig und also auch
die Reihe 8̧

i�0

1

# StabΓupeiq
konvergent.
Analog gilt # StabΓuppei, ei�1qq � # StabΓuppΛi,Λi�1qq ab einem N P N, und also kon-
vergiert auch die Reihe 8̧

i�0

1

# StabΓuppΛi,Λi�1qq
Die Euler-Poincaré-Charakteristik von GL2pFqrT sq können wir leicht direkt berechnen.

Satz 2.14 χpGL2pFqrT sqq � � 1pq2�1qpq�1q
Beweis: Nach Satz 1.19 gilt GL2pFqrT sqzT � Λ0 Ñ Λ1 Ñ Λ2 Ñ . . . . Nach Satz 1.17
ist StabGL2pFqrT sqppΛi,Λi�1q � StabGL2pFqrT sqpΛiq für i ¥ 1. Also heben sich bis auf den
Anteil zwischen 0 und 1 sämtliche Summanden gegeinander auf.
Ebenfalls nach Satz 1.17 ist

1

# StabGL2pFqrT sqpΛ0q � 1

#GL2pFqq � 1pq2 � 1qpq2 � qq
und

1

# StabGL2pFqrT sqppΛ0,Λ1qq � 1pq � 1q2q
Insgesamt ist also

χpGL2pFqrT sqq � 1pq2 � 1qpq2 � qq � 1pq � 1q2q � q � 1pq2 � 1qpq � 1q2q � q2 � 1pq2 � 1qpq � 1q2q� q � 1� q2 � 1pq2 � 1qpq � 1q2q � � qpq � 1qpq2 � 1qpq � 1q2q � � 1pq2 � 1qpq � 1q
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Der folgende Satz liefert ein sehr nützliches Hilfsmittel, um die Euler-Poincaré- Charak-
teristik einer Untergruppe der GL2pFqrT sq zu berechnen.

Satz 2.15 Sei G1 � G eine Untergruppe. Dann ist χpG1q � χpGq � pG : G1q.
Der Graph GzT wird von G1zT überlagert. Für einen Knoten bzw. eine Kante res von
GzT bezeichne tre1s ÞÑ resu die Menge der Knoten bzw. Kanten in G1zT , die bezüglich
der Überlagerung nach res projiziert werden. Der Beweis des Satzes erinnert an den Satz
von Hurwitz für Überlagerungen von kompakten Riemannschen Flächen. Bevor wir ihn
beweisen können, brauchen wir noch ein Lemma. Genau wie beim Satz von Hurwitz
werden wir das Verhalten der Stabilisatoren in der Überlagerung des Quotientengraphen
GzT lokal an einem Knoten beziehungsweise einer Kante untersuchen.

Lemma 2.16 Sei G1 � G eine Untergruppe. Dann gilt¸re1sÞÑres 1

# StabG1pre1sq � pG : G1q
# StabGpresq

für alle res P XpGzT q bzw. res P Y pGzT q.
Beweis: Sei res P XpGzT q bzw. res P Y pGzT q beliebig. Sei Ge :� StabGpresq der
Stabilisator von res in G. Wir lassen Ge auf G1zG durch pg,G1γq ÞÑ pG1γgq operieren. Sei
γ̄1, . . . , γ̄n ein Vertretersystem der Bahnen von Ge in G1zG. Nach der Bahnengleichung
gilt dann pG : G1q � #G1zG � ņ

i�1

#Ge

StabGe γ̄
�: pÆq

Es ist StabGe γ̄ � tg P Ge | G1γg P G1γu � tg P Ge | γg P G1γu � tg P Ge | g P
γ�1G1γu � γ�1G1γ XGe.
Also ist pÆq � ņ

i�1

#Ge

#pGe X γ�1G1γq
Es folgt pG : G1q

# StabGpresq � ņ

i�1

1

#pGe X γ�1G1γq � ņ

i�1

1

#pγGeγ�1 XG1q �� ņ

i�1

1

#pG1 X StabGprγesqq � ņ

i�1

1

# StabG1prγesq �: pÆÆq
Wir erhalten die Knoten (bzw. Kanten) aus G1zT , die über einem Knoten (bzw. einer
Kante) res aus GzT liegen, indem wir für ein Repräsentantensystem tγ1, . . . γnu von G1zG
die Knoten rγies nehmen und zwei Knoten rγies und rγjes miteinander identifizieren, falls
γieγ

�1
j P StabGpresq liegt. Es gilt also¸re1sÞÑres 1

# StabG1pre1sq � ¸
γPG1zG{Ge

1

# StabG1prγesq � pÆÆq
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Beweis Satz 2.15: Durch Aufsplitten der Summen erhalten wir

χpG1q � ¸
xPXpG1zT q 1

# StabG1pxq � ¸
yPY pG1zT q 1

# StabG1pyq� ¸
xPXpGzT q ¸x1 ÞÑx

1

# StabG1px1q � ¸
yPY pGzT q ¸y1 ÞÑy

1

# StabG1py1q�
Lemma 2.16

¸
xPXpGzT q pG : G1q

# StabGpxq � ¸
yPY pGzT q pG : G1q

# StabGpyq � pG : G1qχpGq
Wir wollen zeigen, dass die Euler-Poincaré-Charakteristik von ΓpNq und von Γ1pNq für
N � 1 eine ganze Zahl kleiner Null ist. Dafür brauchen wir noch zwei Lemmata.

Lemma 2.17 Die Untergruppen ΓpNq und Γ1pNq in GL2pFqrT sq mit degpNq ¥ 1 sind
l-torsionsfrei für alle Primzahlen l � CharpFqq.
Beweis: Wir beweisen die Aussage erst für ΓpNq. Sei p ein Primteiler von N , dann gilt
ΓpNq � Γppq. Wir können also oBdA annehmen, dass N � p prim ist. Sei also γ ein
Element in Γppq mit γl � 1. Sei p � ppq.
Wir zeigen zunächst, dass aus γ � 1 mod pk auch γ � 1 mod pk�1 folgt. Dazu fassen
wir A � FqrT s als Unterring der Vervollständigung Âp auf.
Sei also γ � 1 mod pk. Dann ist γ � 1 � pkM mit M P GL2pFqrT sq beliebig. Es gilt
dann

1 � γl � p1� pkMql � ļ

i�0

�
l

i


ppkMqi
Also

1 � ļ

i�0

�
l

i


ppkMqi � 1� lpkM mod p
k�1

Da l teilerfremd zur Charakteristik war, ist l eine Einheit in Âp, also folgt M � 0 mod p

und somit γ � 1 mod pk�1.
Aus γ P Γppq folgt nun, dass γ � 1 mod p ist. Nach Obigem folgt dann über Induktion,
dass γ � 1 mod pk ist für alle k. Wegen

�
nPN

pn � t0u folgt γ � 1.

Für die Γ1pNq beachten wir, dass ΓpNq als Kern des Homomorphismus
ϕ : GL2pFqrT sq ÝÑ GL2pFqrT s{pNqq ein Normalteiler in GL2pFqrT sq ist, und somit auch
in Γ1pNq.
Da Γ1pNq{ΓpNq � FqrT s{pNq ist, gilt pΓ1pNq : ΓpNqq � qn.

Sei γ P Γ1pNq mit γl � 1. Dann gilt für γ̄ P Γ1pNq{ΓpNq auch γ̄l � γl � 1̄ � 1.
Da der Index pΓ1pNq : ΓpNqq � qn ist, ist Γ1pNq{ΓpNq eine p-Gruppe. Also folgt γ̄ � 1,
oder mit anderen Worten γ P ΓpNq. Wie oben folgt dann, dass γ � 1 gelten muss.
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Bemerkung 2.18 Für q � 2 und l � CharpFqq ist Γ0pNq nicht notwendigerweise l-

torsionsfrei. Als Beispiel kann man eine Skalarmatrix γ � �a 0
0 d



mit a, b P FÆ

q nehmen.

Es gilt dann γq�1 � 1. Für l einen Primteiler von q � 1 gilt dann l � CharpFqq undpγ q�1

l ql � 1.

Das folgende Lemma ist eine Übungsaufgabe aus [Se, II.2.3]:

Lemma 2.19 Sei G eine Untergruppe der GL2pFqrT sq, die l-torsionsfrei ist für alle
l � CharpFqq. Dann teilt pq � 1qpq2 � 1q den Index pGL2pFqrT sq : Gq.
Beweis: Sei q � pr. Wir lassen die Gruppe GL2pFqq auf GL2pFqrT sq{G operieren
durch pγ, gGq ÞÑ γgG. Sei rgs P GL2pFqrT sq{G beliebig. Es ist StabGL2pFqqprgsq � tγ P
GL2pFqq | γg P gGu � tγ P GL2pFqq | γ P gGg�1u � GL2pFqq X gGg�1, also eine
l-torsionsfreie Untergruppe der GL2pFqq. Sei γ P StabGL2pFqqprgsq beliebig. Es gilt dann
ordpγq | ordpGL2pFqqq � pq�1qqpq2�1q, wegen der l-Torsionsfreiheit gilt also ordpγq | q.
Insgesamt haben also alle Elemente in StabGL2pFqqprgsq eine p-Potenz als Ordnung, also
ist StabGL2pFqqprgsq eine p-Gruppe.
Nach der Bahnengleichung gilt dann für g1, . . . , gn ein Vertretersystem der Bahnen der
GL2pFqq in GL2pFqrT sq{G:pGL2pFqrT sq : Gq � #pGL2pFqrT sq{Gq � ņ

i�1

pGL2pFqq : StabGL2pFqqprgisqq �
ņ

i�1

#GL2pFqq
# StabGL2pFqqprgisq � ņ

i�1

pq � 1qpq2 � 1qq
pri

�
ņ

i�1

pq � 1qpq2 � 1qpr�ri � pq � 1qpq2 � 1q ņ

i�1

pr�ri

Also teilt pq � 1qpq2 � 1q den Index pGL2pFqrT sq : Gq.
Korollar 2.20 Für alle l-torsionsfreien Untergruppen der GL2pFqrT sq, also auch für
die Gruppen Γ1pNq und ΓpNq, ist die Euler-Poincaré-Charakteristik eine negative ganze
Zahl.

Beweis: Nach Satz 2.15 gilt für eine Untergruppe G der GL2pFqrT sq für die Euler-
Poincaré-Charakteristik χpGq � χpGL2pFqrT sq � pGL2pFqrT sq : Gq � � 1pq2�1qpq�1q �pGL2pFqrT sq : Gq. Nach Lemma 2.19 teilt pq�1qpq2�1q den Index einer l-torsionsfreien
Untergruppe in GL2pFqrT sq, also kürzt sich der Nenner raus und wir erhalten eine ne-
gative ganze Zahl.
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Der nächste Satz liefert den Zusammenhang der Euler-Poincaré-Charakteristik mit dem
Quotientengraph GzT . Wir können für l-torsionsfreie Gruppen die Euler-Poincaré-
Charakteristik interpretieren als die Zahl der stabilen Knoten minus der Zahl der stabilen
Kanten im Quotientengraphen, also können wir sie im wesentlichen durch Abzählen von
Knoten und Kanten im Quotientengraph berechnen. Die Euler-Poincaré-Charakteristik
ist also in der Tat nützlich. Bevor wir den Satz beweisen, brauchen wir noch ein kleines
Lemma:

Lemma 2.21 Sei V � K28 und G � GLpV q eine nicht-triviale endliche p-Gruppe mit
p � CharpK8q. Dann fixiert G genau eine Gerade Dx P P1pK8q.
Beweis: Wir zeigen zunächst, dass G nicht mehr als eine Gerade fixiert. Angenommen,
G fixiert die Geraden Dx und Dy, sei dann tex, eyu eine Basis von V , so dass xexy � Dx

und xeyy � Dy. Sei s P G. Da sDx � Dx, folgt, dass die Darstellungsmatrix von s

bezüglich tex, eyu von der Form

�
α β

0 δ



ist. Da sDy � Dy, muss die Darstellungsmatrix

von s bezüglich der gleichen Basis von der Form

�
α 0
γ δ



sein. Also ist s bezüglichtex, eyu eine Diagonalmatrix

�
α 0
0 γ



. Da G eine endliche p-Gruppe ist, folgt dann,

dass 1 � spm � �αpm
0

0 γpm



ist für ein m P N. Da 0 � degpαpnq � pn � degpαq folgt

degpαq � 0, also α P FÆ
q. Also gilt ordpαq | ordpFÆ

qq � q � 1 � pn � 1. Da auch αpm � 1
ist, folgt ordpαq | ggTppm, pn � 1q � 1, also gilt α � 1. Genauso folgt γ � 1, also gilt
s � 1 für alle s P G, wass ein Widerspruch zu G nicht-trivial ist.
Bleibt noch zu zeigen, dass G mindestens eine Gerade in P1pK8q fixiert.
Da G eine p-Gruppe ist, existiert ein s P CpGq r teu. Betrachte teu � xsy � G. Da xsy
eine endliche p-Gruppe ist, ist s konjugiert zu einem Element der Form

�
1 x

0 1



(die

Jordan-Normalform von s). Also ist V xsy � K8.
Da spgvq � gsv � gv für alle g P G, v P V xsy, operiert G{xsy auf V xsy � K8. Da aber
EndK8pK8q � KÆ8 kein Element der Ordnung p enthält, ist die Operation trivial. Also
wird die Gerade Ds :� V xsy von ganz G fixiert.

Korollar 2.22 Sei Γu eine l-torsionsfreie Untergruppe von GL2pFqrT sq. Dann existiert
zu jedem instabilen Knoten e der Stufe i ¥ 1 ein eindeutiges Ende w des Graphen T mit
e als Startknoten und StabΓupeq � StabΓupwq. Dieser Pfad liegt komplett im instabilen
Bereich von T und enthält keinen Knoten der Stufe 0.

Beweis: Sei e � γpΛi,Λi�1q mit γ P GL2pFqrT sq und sei G :� StabΓupeq. Dann ist G
eine endliche nicht-triviale p-Gruppe. G fixiert also nach Lemma 2.21 genau eine Gerade
in P1pFqq. Nach Bemerkung 1.7 entsprechen die Enden von T bijektiv P1pFqq. G fixiert
also genau ein Ende be von T . Sei w � eÑ e1 Ñ e2 Ñ . . . der zugehörige Pfad. Da G das
Ende be fixiert, liegt der Pfad w komplett im instablien Bereich von T8. Angenommen,
be enthält einen Knoten der Stufe 0. Sei ek die Kante γpΛk,Λk�1q. Dann fixiert G sowohl
das Ende be als auch das zum Pfad w̃ � ei Ñ ei�1 Ñ ei�2 Ñ . . . gehörende Ende b̃e.
Da w̃ nur Knoten der Stufe k ¥ i enthält, gilt be � b̃e. Dies ist ein Widerspruch zur
Eindeutigkeit aus Lemma 2.21.
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Satz 2.23 Sei G l-torsionsfrei. Dann ist χpGq � l0� l1, wobei l0 und l1 die natürlichen
Zahlen aus Definition 2.7 sind.

Beweis: Wir können die Summe

χpΓuq :� ¸
xPXpΓuzT q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzT q 1

# StabΓupyq
zerlegen als

χpΓuq � ¸
xPXpΓuzT8q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzT8q 1

# StabΓupyq� ¸
xPXpΓuzS0q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzS1q 1

# StabΓupyq
Für x P XpΓuzS0q (bzw. für y P Y pΓuzS1q) gilt StabΓupxq � t1u (bzw. StabΓupyq � t1u).
Also ist¸

xPXpΓuzS0q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzS1q 1

# StabΓupyq � #ΓuzS0 �#ΓuzS1 � l0 � l1

Wir müssen also nur noch zeigen, dass¸
xPXpΓuzT8q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzT8q 1

# StabΓupyq � 0

ist.
Sei x P XpT8q. Dann ist StabΓupxq eine nicht-triviale, endliche Untergruppe von Γu.
Da Γu nach Voraussetzung l-torsionsfrei war, ist StabΓupxq eine p-Gruppe in Γu �
GL2pFqrT sq � GL2pK8q. Nach Lemma 2.21 fixiert StabΓupxq dann genau eine Gerade
Dx P P1pK8q. Nach Bemerkung 1.7 fixiert StabΓupxq also genau ein Ende bx des Gra-
phen T . Sei w � x Ñ x1 Ñ x2 Ñ . . . der zu bx gehörende Pfad. Da StabΓupxq den
gesamten Pfad fixiert, ist w ein Pfad in T8. Wir können nun dem Knoten x P T8
die Kante px, x1q zuordnen. Es ist StabΓupxq � StabΓuppx, x1qq. Aber es gilt auch
StabΓupxq � StabΓuppx, x1qq, da StabΓupxq den gesamten Pfad w fixiert. Also gilt
StabΓupxq � StabΓuppx, x1qq und somit 1

#StabΓu pxq � 1
# StabΓu ppx,x1qq � 0.

Die Zuordnung x ÞÑ px, x1q ist aber bijektiv. Denn sei px1, x2q eine beliebige Kante in T8.
Dann ist StabΓu wieder eine nicht-triviale endliche p-Gruppe, fixiert nach Lemma 2.21

also genau ein Ende bpx1,x2q. Sei w � x1
px1,x2qÑ x2 Ñ x3 Ñ . . . der eindeutige kürzeste

Pfad ohne Zurücklaufen, der zu bpx1,x2q gehört und die Gerade px1, x2q enthält. Dann
können wir der Gerade px1, x2q den Knoten x1 zuordnen, also den Anfangsknoten des
Pfades w. Die Zuordnung x ÞÑ px, x1q ist also bijektiv und somit ist¸

xPXpΓuzT8q 1

# StabΓupxq � ¸
yPY pΓuzT8q 1

# StabΓupyq � 0
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Abbildung 5: Der Quotientengraph von Γ0pT 2 � T � 1qzT für k � F2

Dass die Bedingung l-torsionsfrei wichtig ist, sehen wir an dem Beispiel Γ0pT 2�T�1qzT ,
siehe Abbildung 5

Beispiel 2.24 Ein Vertretersystem von Γ0pT 2�T � 1qzGL2pF2rT sq ist P1pF2rT s{pT 2�
T � 1qq, also die fünf Tupel p1, 0q, p0, 1q, p1, 1q, pT, 1q und pT � 1, 1q. Diese Ergänzen wir
zu Matrizen

s1 � �0 1
1 0



s2 � �1 0

0 1



s3 � �1 0

1 1



s4 � �1 0

T 1



s5 � � 1 0

T � 1 1



In Abbildung 5 sind die zu den verschiedenen Vertretern gehörenden Knoten und Kanten
entsprechend beschriftet. Für den isoliert liegenden Knoten s4Λ0 der Stufe 0 rechnet man
jetzt nach, dass für den Stabilisator Γs4

:� StabΓ0pT 2�T�1qps4Λ0q gilt:

Γs4
� Γ0pT 2 � T � 1q X s4GL2pF2qs�1

4� t�1 0
0 1



,

�
T � 1 1

T 2 � T � 1 T



,

�
T 1

T 2 � T � 1 T � 1


u
Die Knoten in T über s4Λ0 sind also instabile Knoten, deren Stabilisatoren konjugiert
zu einer 3-Gruppe in Γ0pT 2 � T � 1q sind.
Ebenso rechnet man nach, dass der Stabilisator von s4Λ1 trivial ist. Die Knoten über
s4Λ1 sind also stabil und ein Knoten in T über s4Λ0 hat nur stabile Nachbarknoten.
Wir finden hier also keinen Pfad nach unendlich, der nur aus instabilen Knoten besteht.

Als Beispiele für die Anwendung des Satzes können wir uns die Graphen von Γ1pT qzT
und ΓpT qzT ansehen.

Beispiel 2.25 Für die Γ1pT q ist ein Repräsentantensystem von Γ1pT q in GL2pFqrT sq
nach Satz 1.25 gegeben durch t�α 0

0 1


 pc, dq |, α P FÆ
q, pc, dq P FqrT s{pT q, ggTpc, dq � 1u,

also durch t�α 0
0 1


 pc, dq | α P FÆ
q, pc, dq P F2

q r p0, 0qu. Insgesamt haben wir also genaupq � 1qpq2 � 1q Elemente im Vertretersystem, also ist die Euler-Poincare-Charakteristik
der Γ1pT q � �1. Dies passt dazu, dass wir keine stabilen Knoten und genau eine stabile
Kante in der Stufe (0,1) haben. In Abbildung 6 ist die stabile Kante fett eingezeichnet.
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Abbildung 6: Der Quotientengraph von Γ1pT qzT

Abbildung 7: Der Quotientengraph von ΓpT qzT für k � F4

Beispiel 2.26 Für die ΓpT q ist nach Satz 1.24 ein Repräsentantensystem von ΓpT q
in GL2pFqrT sq gegeben durch t�α 0

0 1



SL2pFqrT s{pT qq | α P FÆ

qu, also durch pq �
1q#SL2pFqq viele Elemente. Da SL2pFqq genau pq2�1qq Elemente hat, berechnet sich die
Euler-Poincare-Characteristik von ΓpT q zu �q. In der Tat haben wir hier einen stabilen
Knoten und q � 1 stabile Kanten, siehe Abbildung 7.

2.4 Die Struktur des Quotientengraphen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Struktur des Quotientengraphen von ΓuzT für
Γu eine der Gruppen ΓpNq, Γ1pNq und Γ0pNq (letzteres nur im Fall q � 2). Insbe-
sondere klären wir die lokale Struktur in der Nähe von Knoten des Quotientengraphen
komplett. Dabei wurden die Gruppen Γ0pNq schon in [No] von U. Nonnengardt un-
tersucht und die lokale Struktur geklärt. Allerdings verwendet Nonnengardt dort einen
anderen Begriff von Stabilität und zeigt insbesondere auch nicht, dass der stabile Be-
reich des Quotientengraphen zusammenhängend ist. Dies ist für unsere algorithmischen
Anwendungen allerdings wichtig, so dass wir auch die Gruppe Γ0pNq hier noch einmal
kurz untersuchen.

2.4.1 ΓpNq
Als erstes wollen wir die Graphen ΓpNqzT genauer untersuchen. Da ΓpNq ein Normal-
teiler in GL2pFqrT sq ist, ist hier die Situation besonders einfach. Es gilt das folgende
Lemma:



2 HARMONISCHE KOZYKELN 40

Lemma 2.27 Sei v ein Knoten der Stufe i ¥ 1 in XpT q. Dann ist v genau dann ΓpNq-
stabil, falls i   degpNq ist.

Beweis: Da v vom Typ i ist, liegt v über Λi in GL2pFqrT sqzT . Es gibt also ein γ P
GL2pFqrT sq mit γΛi � v. Für den Stabilisator von v in ΓpNq gilt dann:

StabΓpNqpvq � ΓpNq X StabGL2pFqrT sqpγΛiq � ΓpNq X γ StabGL2pFqrT sqpΛiqγ�1

Also ist α P StabΓpNqpvq genau dann, wenn γ�1αγ in

γ�1 StabΓpNqpvqγ � γ�1ΓpNqγ X StabGL2pFqrT sqpΛiq � ΓpNq X StabGL2pFqrT sqpΛiq
ist.
Nach Satz 1.17 ist

StabGL2pFqrT sqpΛiq � t�α r

0 β


 | α, β P FÆ
q, r P FqrT s,degprq   iu

Also ist

ΓpNq X StabGL2pFqrT sqpΛiq � $'&'%t1u für i   degpNqt�1 r1N
0 1

� | degpr1q   i� degpNqu für i ¥ degpNq
v ist also genau dann stabil, falls i   degpNq ist.

Der Beweis zeigt insbesondere auch, dass für die ΓpNq die Stabilisatoren instabiler Kno-
ten der gleichen Stufe konjugiert sind, und jeweils genau qi�1�degpNq viele Elemente
haben. Der Beweis liefert ausserdem einen effektiven Algorithmus, um den Stabilisator
einer Kante zu berechnen.

Lemma 2.28 Ein Knoten v der Stufe 0 in XpT q ist ΓpNq-Stabil.

Beweis: Sei n :� degpNq. Wir betrachten zuerst den Fall, dass n ¥ 2 ist. Nach Lem-
ma 2.27 sind dann alle Knoten der Stufe 1 stabil. Angenommen, es existiert ein instabiler
Knoten v der Stufe 0. Sei Γv :� StabΓpNqpvq. Da die Grupppe ΓpNq nach Lemma 2.17
l-torsionsfrei ist, fixiert Γv nach Lemma 2.21 genau ein Ende des Graphen T . Das heißt,
es muss einen Pfad in ΓpNqzT nach Unendlich geben, der komplett aus instabilen Kno-
ten besteht. Dies ist aber ein Widerspruch dazu, dass alle Knoten der Stufe 1 stabil
sind.
Den Fall, dass n � 1 ist, haben wir schon in Beispiel 2.26 behandelt. Für ein Polynom
N vom Grad 1 ist das Vertretersystem von ΓpNqzGL2pFqrT sq gleich�

FÆ
q 0

0 1



SL2pFqrT s{Nq � GL2pFqq

Über der Stufe 0 fallen zwei Knoten siΛ0, sjΛ0 aus der Überlagerung von GL2pFqrT sqzT
genau dann zusammen, falls es ein γ P GL2pFqq gibt mit siγs

�1
j P ΓpNq. Da si, sj selber

aus GL2pFqq waren, gibt es natürlich solch ein γ. Folglich fallen alle Knoten der Stufe 0
in ΓpNqzT zusammen. Da für den Knoten Λ0 gilt StabΓpN pΛ0q � ΓpNqXGL2pFqq � t1u,
ist dies ein stabiler Knoten. Wir erhalten also hier genau das Bild aus Abbildung 7.
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Abbildung 8: Der Quotientengraph von ΓpT 2qzT für k � F2

Nach Bemerkung 2.9 wissen wir dann also auch, dass alle Kanten zwischen 0 und 1 und
alle weiteren Kanten bis zu den Kanten zwischen Knoten der Stufe n � 1 und n stabil
sind. Da für i ¥ 1 der Stabilisatoren einer Kante pγΛi, γΛi�1q gleich dem Stabilisatoren
des Knotens γΛi ist, gibt es sonst keine weiteren stabilen Kanten.
Insbesondere sehen wir, dass der stabile Bereich in ΓpNqzT zusammenhängend ist.
Nach Satz 1.30 wissen wir auch, dass ab der Stufe i � degpNq in ΓpNqzT keine Knoten
und Kanten mehr zusammenfallen. Damit und mit Satz 2.10 kennen wir also die gesamte
Struktur des Graphens ΓpNqzT . Weiter sehen wir, dass im Fall der ΓpNq auch die
Umkehrung von Satz 2.10 gilt. Der folgende Satz fasst zusammen, welche möglichen
Knoten auftreten können:

Satz 2.29 In ΓpNqzT treten nur die folgenden Typen von Knoten auf:

Stufe 0 Stufe i mit 1 ¤ i   degpNq Stufe i mit i ¥ degpNq
u q � 1 uq u

Auch über die Anzahl der Knoten und Kanten einer bestimmten Stufe und über die
Anzahl der Spitzen von ΓpNqzT können wir eine präzise Aussage treffen:

Satz 2.30 Sei n :� degpNq und sei m :� pGL2pFqrT sq : ΓpNqq. Für die Anzahl der
Knoten, Kanten und Spitzen in ΓpNqzT gilt:
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(a) Es gibt m
qpq�1qpq2�1q Knoten der Stufe 0.

(b) Es gibt pq�1qm
qpq�1qpq2�1q Kanten zwischen 0 und 1.

(c) Für 1 ¤ i   n gibt es pq�1qm
qi�1pq�1qpq2�1q Knoten der Stufe i beziehungsweise Kanten

zwischen i und i� 1.

(d) Es gibt pq�1qm
qnpq�1qpq2�1q Spitzen.

Beweis: Bezeichne l10 die Anzahl der Knoten der Stufe 0 und l11 die Anzahl der Kanten
zwischen 0 und 1. Da ab der Stufe 1 zu jedem stabilen Knoten der Stufe i eine stabile
Kante der Stufe i� 1 gehört, gilt l10 � l11 � l0 � l1.
Nach Satz 2.15 und Satz 2.23 gilt dann:� mpq � 1qpq2 � 1q � χpΓpNqq � l0 � l1 � l10 � l11
Da für ΓpNq an jedem Knoten der Stufe 0 genau q�1 Kanten zwischen 0 und 1 angrenzen,
gilt l11 � ql10.
Also ist � mpq � 1qpq2 � 1q � l10 � pq � 1ql10 � �ql10
Daraus folgen (a) und (b).
(c) gilt, da in einen Knoten der Stufe i mit 1 ¤ i   n genau q Kanten zwischen i � 1
und i münden.
(d) folgt dann, da ab der Stufe n� 1 keine Kanten mehr zusammen fallen.

Beispiel 2.31 Sei N P FqrT s irreduzibel. Dann ist m � pGL2pFqrT sq : ΓpNqq � pq �
1qp#SL2pFqrT sq{Nq � pq � 1qp#SL2pFqnq � pq � 1qpq2n � 1qqn.
Für die Zahl der Knoten der Stufe 0 gilt dann:

l10 � pq � 1qpq2n � 1qqn

qpq � 1q � q2n � 1

q � 1
qn�1 � 2n�1

i̧�0

qn�1�i

Für die Zahl der Kanten zwischen 0 und 1 gilt:

l11 � pq � 1q 2n�1

i̧�0

qn�1�i

Entsprechend gibt es pq � 1q 2n�1

i̧�0

qn�1�i�k

Knoten der Stufe 1 ¤ k   n und pq � 1q 2n�1

i̧�0

qi

Spitzen.
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2.4.2 Γ1pNq
Die Untergruppen Γ1pNq sind keine Normalteiler in der GL2pFqrT sq. Deswegen ist die
Situation hier etwas komplizierter. Um einen Überblick über den stabilen Bereich zu
bekommen, ist unser erstes Ziel, das Wachstumsverhalten von Stabilisatoren entlang
eines instabilen Pfades nach Unendlich zu untersuchen. Wir wollen zeigen, dass die
Größe der Stabilisatoren regelmäßig in q-Potenzen wächst. Dafür brauchen wir vorher
ein wichtiges Lemma.

Lemma 2.32 Sei γ � �a b

c d


 P GL2pFqrT s{Nq.
Sei weiter π : GL2pFqrT sq ÝÑ GL2pFqrT s{Nq die natürliche Reduktion und Γ̄ das Bild
von Γ1pNq unter π.

(a) Sei i ¥ 1 und sei Ḡi dass Bild von Gi :� StabGL2pFqrT sqpΛiq unter π. Falls γ�1Γ̄γX
Ḡi � t1u ist, existiert ein Teiler Mγ von N , so dass γ�1Γ̄γ X Ḡi � t�1 x

0 1


 |
degpxq ¤ i und Mγ teilt xu ist.

(b) Sei Ḡ0 das Bild von StabGL2pFqrT sqpΛ0qXStabGL2pFqrT sqpΛ1q unter π. Falls γ�1Γ̄γX
Ḡ0 � t1u ist, so ist γ�1Γ̄γ X Ḡ0 � t�1 x

0 1


 | x P Fqu
Beweis: (a) Wir betrachten zuerst den Fall N � pe mit p irreduzibel.
Zu x P FqrT s{pe sei vppxq die höchste Potenz von p, die x teilt, und sei vpp0q :� e.
Wir wollen die Menge γ�1Γ̄γ X Ḡi verstehen. Angenommen, γ�1Γ̄γ X Ḡi � t1u. Dann
gibt es Matrizen�

1 α

0 1



und

�
x1 β

0 x2



mit x1, x2 P FÆ

q, α, β P FqrT s,degpβq ¤ i, α � 0 und�
1 α

0 1



γ � γ

�
x1 β

0 x2



,

also �
a� αc b� αd

c d


 � �ax1 aβ � bx2

cx1 cβ � dx2



Also gilt x1 � 1. Da

detpγ�1

�
1 α

0 1



γq � detpγq�1 detp�1 α

0 1


qdetpγq � 1

ist, folgt aus

x2 � detp�x1 β

0 x2


q � detpγ�1

�
1 α

0 1



γq � 1

auch x2 � 1.
Es folgt αc � 0 � βc und αd � aβ.
Da nach Voraussetzung α � 0 ist, folgt vppcq ¡ 0. (Æ)
Da γ P SL2pFqrT s{peq ist, muss dann aber vppaq � vppdq � 0 gelten. Sonst teilt p auch
ad� bc, also ist ad� bc � 1 mod pe.
Folglich sind a, d P pFqrT s{peqÆ und es gilt β � d

a
α, also vppβq � vpp d

a
q � vppαq � vppαq.

Aus αc � 0 folgt dann vppcq � vppαq ¥ e. (ÆÆ)
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Falls vppcq � 0 ist, so folgt aus (Æ), dass

γ�1Γ̄γ X Ḡi � t�1 0
0 1


u
ist. Falls vppcq �: f ¡ 0 ist, so definiere Mγ :� pe�f . Die Behauptung ist dann, dass

γ�1Γ̄γ X Ḡi � t�1 β

0 1


 | degpβq ¤ i und vppβq ¥ e� fu
ist.

”
� “gilt nach (ÆÆ).

Für
”
� “sei β P FqrT s{pe mit degpβq ¤ i und vppβq ¥ e� f beliebig gegeben. Definiere

α :� a
d
β. Dann ist vppαq � vppβq, da a, d wieder in pFqrT s{peqÆ sind. Da vppαq ¥ e� f

ist, ist vppαcq � vppαq � vppcq ¥ e � f � f � e, also ist αc � 0. Genauso ist βc � 0.
Nach Definition ist dα � aβ. Es folgt, dass�

1 α

0 1



γ � γ

�
1 β

0 1



ist. Also ist �

1 β

0 1


 P γ�1Γ̄γ X Ḡi

und es folgt
”
� “.

Die Behauptung ist also für N � pe gezeigt.
Sei nun N �±k

i�1 p
ei

i beliebig. Nach dem Chinesischen Restsatz ist dann

GL2pFqrT s{Nq � k¡
i�1

GL2pFqrT s{pei

i q
Sei γ P GL2pFqrT s{Nq gegeben und γ1, . . . , γk die entsprechenden Komponenten in
GL2pFqrT s{pei

i q. Es ist dann

γ�1Γ̄γ X Ḡi � pγ�1
1 Γ̄γ1 X Ḡi, . . . , γ

�1
k Γ̄γk XGiq

und in den einzelnen Komponenten erhalten wir Teiler Mγj
von p

ej

j mit

γ�1
j Γ̄γj X Ḡi � t�1 α

0 1


 |Mγj
teilt αu

also insgesamt einen Teiler Mγ :�±k
j�1Mγj

von N mit

γ�1Γ̄γ X Ḡi � t�1 α

0 1


 |Mγ teilt αu
(b) Hier ist zu beachten, dass StabGL2pFqqpΛ0qXStabGL2pFqqpΛ1q � t�x1 c

0 x2


 | x1, x2 P
FÆ

q, c P Fqu ist. Der Beweis geht dann genauso wie in (a). Man erhält als notwendige und
hinreichende Bedingung für einen nicht-trivialen Schnitt, dass vppcq � e ist. In diesem

Fall erhählt man dann Mγ � pe�vppcq � pe�e � 1, und also γ�1Γ̄γ X Ḡ0 � t�1 c

0 1


 | c P
Fqu.
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Bemerkung 2.33 Wir erhalten also als expliziten Wert von Mγ :

Mγ �¹
p|N pordppNq�ordppcq � N

ggTpN, cq .
Bemerkung 2.34 Ist FqrT s{N ein Produkt von Körpern, so folgt aus der Existenz
der Jordanform für Matrizen direkt x1 � x2 � 1. Denn in diesem Fall ist die Matrix�
x1 β

0 x2



konjugiert zu einer Matrix mit doppeltem Eigenwert 1.

Im Beweis vom Satz werden wir noch die folgende elementare mengentheoretische Aus-
sage benutzen. Aus Gründen der Übersichtlichkeit formuliere ich sie vorher als kurzes
Lemma:

Lemma 2.35 Sei f : X ÝÑ Y eine Abbildung zwischen Mengen, A � X und B � Y .
Dann ist AX f�1pBq � AX f�1pfpAq XBq.
Beweis:

”
� “: Sei x P AX f�1pBq. Dann ist fpxq P B X fpAq, also x P f�1pfpAq XBq.

“�
”
: Sei x P AX f�1pfpAq XBq. Dann gilt auch x P f�1pBq. Also x P AX f�1pBq.

Satz 2.36 Sei x P XpT q ein Γ1pNq-instabiler Knoten der Stufe i ¥ 1 und sei x � x1 Ñ
x2 Ñ x3 Ñ . . . der nach Lemma 2.21 eindeutige instabile Pfad nach Unendlich. Dann
gilt StabΓ1pNqpxiq � StabΓ1pNqpxi�1q und #pStabΓ1pNqpxi�1q{StabΓ1pNqpxiqq � q.

Beweis: Sei γΛi ein Vertreter des Knotens x in Γ1pNqzXpT q mit
γ P Γ1pNqzGL2pFqrT sq. Dann ist γ P GL2pFqrT s{Nq und der Stabilisator von xi in
Γ1pNq ist γGiγ

�1 X Γ1pNq.
Sei π : GL2pFqrT sq ÝÑ GL2pFqrT s{Nq die Reduktionsabbildung. Sei Ḡi :� πpGiq und
Γ̄ :� πpΓ1pNq.
Dann ist

γGiγ
�1 X Γ1pNq � γGiγ

�1 X π�1pΓ̄q �
Lemma 2.35

γGiγ
�1 X π�1pπpγGiγ

�1q X Γ̄q� γGiγ
�1 X π�1pγπpGiqγ�1 X Γ̄q � γGiγ

�1 X γπ�1pḠi X γ�1Γ̄γqγ�1�
Lemma 2.32(a)

γGiγ
�1 X γπ�1t�1 c

0 1


 | degpcq ¤ i und Mγ�1 teilt cuγ�1� γpGi X π�1t�1 c

0 1


 | degpcq ¤ i und Mγ�1 teilt cuqγ�1� γt�1 c

0 1


 | c P FqrT s,degpcq ¤ i und Mγ�1 teilt cuγ�1

Da die Menge

γt�1 c

0 1


 | c P FqrT s,degpcq ¤ i und Mγ�1 teilt cuγ�1

mit wachsendem i um genau q Elemente größer wird, folgt die Behauptung.
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Abbildung 9: Der Quotientengraph von Γ1pT 2 � pT � 1qqzT für k � F2

Dieser Satz verallgemeinert Lemma 2.4. In dem Lemma haben wir gezeigt, dass ab einem
festen i P N die Grösse der Stabilisatoren jeweils um eine q-Potenz wächst. Jetzt haben
wir gezeigt, dass dies schon ab dem ersten instabilen Knoten passiert.
Für instabile Kanten zwischen den Stufen 0 und 1 bekommen wir eine ähnliche Aussage:

Satz 2.37 Sei px1, x2q � y P Y pT q eine Γ1pNq-instabile Kante zwischen Knoten der
Stufe 0 und 1 und sei x1 Ñ x2 Ñ x3 Ñ . . . der nach Lemma 2.21 eindeutige instabile
Pfad nach Unendlich. Dann gilt StabΓ1pNqpyq � StabΓ1pNqpx2q und StabΓ1pNqpxiq �
StabΓ1pNqpxi�1q für i ¥ 2 und #pStabΓ1pNqpx2q{StabΓ1pNqpyqq � q bzw.
#pStabΓ1pNqpxi�1q{StabΓ1pNqpxiqq � q für i ¥ 2.

Beweis: Der Beweis geht analog zu dem Beweis von Satz 2.36. Der einzige Unterschied
ist hier, dass der Stabilisator der Kante y � pγΛ0, γΛ1q gleich γpG0 XG1qγ�1 X Γ1pNq
ist. Wir können dann auf die gleiche Art wie im vorherigen Beweis Lemma 2.32(b)

anwenden, wobei Mγ�1 � 1 gilt und erhalten StabΓ1pNqpyq � γt�1 c

0 1


 | c P Fquγ�1

bzw. StabΓ1pNqpxiq � γt�1 c

0 1


 | c P FqrT s,degpcq ¤ iuγ�1 für i ¥ 1.

Algorithmus 2.38 Die Sätze 2.36 und 2.37 liefern gleichzeitig einen sehr effektiven
Algorithmus, um den Stabilisator einer Kante rγΛi, γΛi�1s der Stufe i zu berechnen:

1. Berechne γ�1 � �a b

c d
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2. Setze Mγ�1 :� N
ggTpN,cq

3. Falls degpMγ�1q ¡ i ist, ist die Kante rγΛi, γΛi�1s stabil.

4. Ansonsten ist der Stabilisator die Menge

γt�1 Mγ�1η

0 1


 | η P FqrT s,degpηq ¤ i� degpMγ�1quγ�1

Mit Hilfe von Satz 2.36 und Satz 2.37 können wir jetzt zeigen, dass in Γ1pNqzT Knoten
der Stufe i ¥ 1 entweder stabil sind, oder Spitzenknoten sind, also genau ein Knoten
der Stufe i� 1 eine gemeinsame Kante in Γ1pNqzT hat.

Korollar 2.39 In Γ1pNqzT gibt es nur die folgenden beiden Typen von Knoten der
Stufe i ¥ 1:
x P XpΓ1pNqzT q stabil x P XpΓ1pNqzT q instabil

uq u

Beweis: Sei x P XpΓ1pNqzT q ein Knoten der Stufe i ¥ 1. Falls x stabil ist, so hat x
nach Satz 2.10 im Quotientengraphen genau q � 1 Nachbarn.

Sei x � γΛi ein instabiler Knoten der Stufe i ¥ 2. Dann gilt für Ui :� StabΓ1pNqpxq
nach Satz 2.36 #Ui � qk (mit k P t1, 2, . . . , iu) und für Ui�1 :� StabΓ1pNqpγΛi�1q ebenso

#Ui�1 � qk�1, also #Ui{Ui�1 � q. Sei ei�1 die Kante pγΛi�1, γΛiq und ei die KantepγΛi, γΛi�1q. Ui{Ui�1 fixiert dann die Kante ei und operiert auf den anderen q Kanten,
die γΛi enthalten. Wir wollen zeigen, dass die Operation transitiv ist. Seien λ1 :�
1, λ2, . . . , λq die q verschiedenen Elemente in Ui{Ui�1, und seien e11 :� ei�1, e

1
2, . . . , e

1
q die

q Kanten ungleich ei, die γΛi entahlten. Angenommen, die Operation ist nicht transitiv.
Dann ist also #te11, λ2e

1
1, . . . , λqe

1
1u   q, also gibt es j � j1 mit λje

1
1 � λj1e11. Dann ist

aber λ�1
j λj1e11 � e11, also λ�1

j λj1 P StabΓ1pNqpe11q � Ui�1, was ein Widerspruch zu j � j1
ist.
Die Operation von Ui{Ui�1 auf den q Kanten ungleich ei, die γΛi enthalten, ist also
transitiv. Diese Kanten fallen in Γ1pNqzT also alle zusammen, was zu zeigen war.

Sei nun x � γΛ1 ein instabiler Knoten der Stufe 1. Hier unterscheiden wir 2 Fälle.
Falls die Kante pγΛ0, γΛ1q stabil ist, so enthält # StabΓ1pNqpxq nach Satz 2.36 genau
q Elemente. U1 :� StabΓ1pNqpγΛ1q operiert dann wie oben transitiv auf den Kanten
ungleich e1 :� pγΛ1, γΛ2q, die γΛ1 enthalten, und diese q Kanten fallen in Γ1pNqzT
zusammen.
Falls die Kante pγΛ0, γΛ1q instabil ist, so gilt nach Satz 2.37

U0 :� StabΓ1pNqppγΛ0, γΛ1qq � StabΓ1pNqpγΛ1q �: U1

und #U0 � q beziehungsweise #U1 � q2 und U1{U0 operiert wieder wie oben transitiv
auf den Kanten ungleich e1 :� pγΛ1, γΛ2q, die γΛ1 enthalten, und diese q Kanten fallen
im Quotientenbaum Γ1pNqzT wieder zusammen.



2 HARMONISCHE KOZYKELN 48

Mit dem bisher Gezeigten können wir ebenfalls beweisen, dass es nur 2 verschiedene
Typen von Knoten der 0-ten Stufe gibt.

Korollar 2.40 In Γ1pNqzT gibt es nur die folgenden beiden Typen von Knoten der
Stufe 0:
x P XpΓ1pNqzT q stabil x P XpΓ1pNqzT q instabil

u q � 1 u

e1 stabil

e instabil

Beweis: Falls x P XpT q ein Γ1pNq-stabiler Knoten der Stufe 0 ist, so hat x nach
Satz 2.10 in Γ1pNqzT genau q � 1 Nachbarknoten.
Falls x P XpT q instabil ist, gibt es nach Korollar 2.22 einen eindeutigen Strahl x � x1 Ñ
x2 Ñ x3 . . . instabiler Knoten und Kanten in T nach Unendlich mit Anfangspunkt x.
In Γ1pNqzT gibt es daher genau eine instabile Kante zwischen 0 und 1, die x enthält.
Sei e � px, x2q die eindeutige instabile Kante. Dann gilt für U :� StabΓ1pNqpeq � q

nach Satz 2.37 #U � q. Wie im Beweis von Korollar 2.39 operiert U dann transitiv auf
den anderen q Kanten, die x enthalten. Diese fallen in Γ1pNqzT also zu einer Kante e1
zusammen. e1 muss dann stabil sein, da e eindeutig war als instabile Kante zwischen 0
und 1, die x enthält.

Zusammengefasst sehen wir, dass die Umkehrung von Satz 2.10 hier gilt. Wir können
also direkt am Quotientengraphen ablesen, ob ein Knoten beziehungsweise eine Kante
stabil ist oder nicht. Außerdem haben wir gezeigt, dass der stabile Bereich im Quoti-
entengraphen zusammenhängend ist. Da ab der Stufe n � degpNq in Γ1pNqzT nach
Satz 1.30 nur noch Spitzenknoten vorkommen, gibt es höchstens bis zur Stufe n � 1
stabile Knoten.

2.4.3 q � 2,Γ0pNq
Wir haben bereits gesehen, dass es für q � 2 keine Γ0pNq-stabilen Knoten in T gibt.
Den Fall q � 2 müssen wir noch genauer untersuchen. Dazu gehen wir genau wie im Fall
der Γ1pNq vor. Das heisst, wir zeigen wieder zuerst ein etwas technisches Lemma, mit
dessen Hilfe wir dann Aussagen über das Wachstum von Stabilisatoren und die Struktur
des Quotientengraphen ableiten können.

Lemma 2.41 Sei γ � �a b

c d


 P GL2pF2rT s{Nq.
Sei weiter π : GL2pF2rT sq ÝÑ GL2pF2rT s{Nq die natürliche Reduktion und Γ̄ das Bild
von Γ0pNq unter π.

(a) Sei i ¥ 1 und sei Ḡi dass Bild von Gi :� StabGL2pF2rT sqpΛiq unter π. Falls γ�1Γ̄γX
Ḡi � t1u ist, existiert ein Teiler Mγ von N , so dass γ�1Γ̄γ X Ḡi � t�1 x

0 1


 |
degpxq ¤ i und Mγ teilt xu ist.

(b) Sei Ḡ0 das Bild von StabGL2pF2rT sqpΛ0qXStabGL2pF2rT sqpΛ1q unter π. Falls γ�1Γ̄γX
Ḡ0 � t1u ist, so ist γ�1Γ̄γ X Ḡ0 � t�1 x

0 1


 | x P Fqu
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Beweis: Bis auf den Anfang ist der Beweis identisch zu dem Beweis von Lemma 2.32.
Falls N � pe P F2rT s Potenz eines irreduziblen Polynoms ist, dann ist γ�1Γ̄γX Ḡi � t1u
genau dann, falls es Matrizen �

e f

0 g



und

�
1 h

0 1



mit degphq ¤ i gibt, so dass �

e f

0 g



γ � γ

�
1 h

0 1



also �

ea� fc eb� fd

gc gd


 � �a ah� b

c ch� d



Es folgt g � 1 und aus

1 � detp�1 h

0 1


q � detpγ�1

�
e f

0 g



γq � eg � e

folgt auch e � 1. Wir sind jetzt in derselben Situation wie im Beweis von Lemma 2.32,
die Aussagen folgen völlig analog.

Satz 2.42 Sei q � 2 und x � γΛi P XpT q ein Γ0pNq-instabiler Knoten der Stufe i ¥ 1.
Sei xk :� γΛk und sei x � xi Ñ xi�1 Ñ xi�2 Ñ . . . der instabile Pfad nach Unendlich.
Dann gilt StabΓ0pNqpxkq � StabΓ0pNqpxk�1q und #pStabΓ0pNqpxk�1q{StabΓ0pNqpxkqq � 2
für alle k ¥ i.

Beweis: Analog zu Satz 2.36

Satz 2.43 Sei px0, x1q � pγΛ0, γΛ1q �: y P Y pT q eine Γ0pNq-instabile Kante zwischen
Knoten der Stufe 0 und 1. Sei xk :� γΛk und sei x0 Ñ x1 Ñ x2 Ñ . . . der instabile
Pfad nach Unendlich. Dann gilt StabΓ0pNqpyq � StabΓ0pNqpx2q und StabΓ0pNqpxiq �
StabΓ0pNqpxi�1q für i ¥ 2 und #pStabΓ0pNqpx2q{StabΓ0pNqpyqq � 2 bzw.
#pStabΓ0pNqpxi�1q{StabΓ0pNqpxiqq � 2 für i ¥ 2.

Beweis: Analog zu Satz 2.37

Bemerkung 2.44 Analog zu 2.38 erhalten wir hier ebenfalls einen effektiven Alogrith-
mus, um den Stabilisator einer Kante zu berechnen.

Damit haben wir jetzt wieder die nötigen Hilfsmittel beisammen, um die Knoten in
Γ0pNqzT vollständig zu charakterisieren:
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Satz 2.45 In Γ0pNqzT über F2 treten nur die folgenden Typen von Knoten auf:

Stufe 0 Stufe i mit 1 ¤ i

u

v stabil

u
v stabil

u

e1 stabil

e instabil

u
v instabil

u u

v instabil

v1 stabil

Beweis: Wir betrachten zunächst wieder die Knoten der Stufe i ¥ 1. Entweder diese
sind stabil, dann besitzen sie nach Satz 2.10 3 Nachbarknoten im Quotientengraph. Im
zweiten Fall sei γΛi ein instabiler Knoten der Stufe i ¥ 1 und sei Ui :� StabΓ0pNqpγΛiq
und Ui�1 :� StabΓ0pNqpγΛi�1q für i ¥ 2 beziehungsweise U0 :� StabΓ0pNqppγΛ0, γΛ1qq.
Nach Satz 2.42 beziehungsweise Satz 2.43 ist dann #Ui{Ui�1 � 2, und Ui{Ui�1 fixiert
die Kante pγΛi, γΛi�1q und operiert transitiv auf den anderen beiden Kanten, die γΛi

enthalten. Im Quotientengraph ist γΛi also ein Spitzenknoten.
Sei nun x ein Knoten der Stufe 0. Falls x stabil ist, so hat x genau 3 Nachbarknoten
der Stufe 1. Falls x instabil ist, so ist U :� StabΓ0pNqpxq konjugiert zu einer echten
Untergruppe von GL2pF2q. U hat also entweder 2 oder 3 Elemente.
Im Fall #U � 2 lassen wir U auf den 3 Kanten operieren, die x enthalten. U muss dann
mindestens eine der 3 Kanten festlassen. Sei e diese Kante. Diese ist dann instabil, und
da nach Satz 2.43 # StabΓ0pNqpeq � 2 ist, ist U � StabΓ0pNqpeq. Auf den anderen beiden
Kanten operiert U dann transitiv, diese fallen also im Quotientengraphen zusammen.
Wären diese Kanten instabil, so wären im Quotientengraph beide Nachbarknoten von x
der Stufe 1 Spitzenknoten. Γ0pNqzT wäre also der Graph zu Γ0pT qzT . Für q � 2 ist aber
Γ0pT q � Γ1pT q und in diesem Fall haben wir schon gesehen, dass eine der beiden Kanten
zwischen 0 und 1 stabil ist. In jedem Fall ist also die andere Kante im Quotientengraph
stabil.
Im Fall #U � 3 operiert U transitiv auf den 3 Kanten, die x enthalten. Diese 3 Kanten
fallen im Quotientengraphen also zusammen, und U ist ein isolierter Knoten. Sei v1 der
eindeutige Nachbarknoten von x im Quotientengraph. v1 ist dann stabil, da ansonsten
v1 nach obigem bereits ein Spitzenknoten ist, der Quotientengraph würde dann nur aus
einer Halbgerade nach Unendlich bestehen, wäre also der Graph GL2pFqrT sqzT , was ein
Widerspruch ist.

Wir sehen also, dass auch in diesem Fall der stabile Bereich im Quotientengraphen
Γ0pNqzT zusammenhängend ist und die Umkehrung von Satz 2.10 gilt.
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Problematisch ist der Fall der isolierten Knoten der Stufe 0, also der Knoten, die in
Γ0pT qzT genau einen Nachbarknoten der Stufe 1 haben. Im Beweis von Satz 2.45 haben
wir gesehen, dass ein notwendiges Kriterium für das Vorkommen von isolierten Knoten
ist, dass Γ0pNq 3-Torsion hat. Mit folgender Bemerkung können wir in den meisten
Fällen ausschließen, dass isolierte Knoten auftreten:

Bemerkung 2.46 Sei N �±k
i�1 p

ei

i eine Zerlegung in Primfaktoren. Ist degppiq unge-
rade für ein i P t1, . . . , ku, so hat Γ0pNq keine 3-Torsion.

Beweis: Es gilt Γ0pNq � Γ0ppq für alle p | N . Daher reicht es, die Aussage für N � p

mit p irreduzibel zu zeigen. Nach Lemma 2.17 hat Γ1ppq keine 3-Torsion. Aus

Γ0ppq{Γ1ppq � �FÆ
2 0

0 1


 t�α 0
0 α�1


 | α P pF2rT s{pqÆu
folgt #pΓ0ppq{Γ1ppqq � 2degppq � 1. Für k :� degppq ungerade gilt allerdings 2k � 1 �
0 mod 3. Also hat auch Γ0ppq keine 3-Torsion.

Für den Fall, dass in der Primfaktorzerlegung von N nur Primteiler mit geradem Grad
vorkommen gibt Nonnengardt in [No, Kapitel 4.6], ein Kriterium an, wieviele isolierte
Knoten auftreten. SeiN �±k

i�1 p
ei

i . Dann enthält Γ0pNqzT genau 2k�1 isolierte Knoten.
Der Algorithmus zum Bestimmen einer Basis von CharpΓu, kq, den wir in Abschnitt 2.7
vorstellen werden, funktioniert nur für den Fall, dass wir keine isolierten Knoten haben.

Bemerkung 2.47 Wir haben zwar in Beispiel 2.24 gesehen, dass wegen der p1-Torsion
von Γ0pNq zu einem instabilen Knoten nicht unbedingt ein eindeutiges instabiles Ende
des Graphen gehört, so dass der Stabilisator des Knotens dieses Ende fixiert. Wir haben
nun allerdings gezeigt, dass bis auf isolierte Knoten der Stufe 0 die Stabilisatoren aller
Knoten und Kanten p1-torsionsfrei sind, also fixieren sie ein eindeutiges instabiles Ende
des Graphen. Da die Kanten an einem isolierten Knoten stabil sind, fixieren also auch
für Γ0pNq, q � 2 alle instabilen Kanten ein eindeutiges instabiles Ende.

2.5 Die Source einer instabilen Kante

Wir haben gesehen, dass in den Fällen ΓpNq,Γ1pNq und Γ0pNq, q � 2 der Stabilisator
jeder instabilen Kante ein eindeutiges Ende des Graphen T fixiert. Sei im gesamten
Abschnitt Γu eine dieser Gruppen und bezeichne für e eine Γu-instabile Kante bpeq
dieses Ende.
Für eine gerichtete Kante e � v1 Ñ v2 schreiben wir speq :� v1 und tpeq :� v2 Wir wollen
zeigen, dass der Wert eines harmonischen Kozykels nur von den Werten an den stabilen
Kanten abhängt. Dazu definieren wir zu einer instabilen Kante e die Source intuitiv
als die Menge derjenigen stabilen Kanten, die am Rand des stabilen Bereichs liegen
und so dass e auf dem Pfad von diesen Kanten in Richtung des eindeutigen rationalen
Endes von T liegt. Wir werden dann wie in [Te1] zeigen, dass für eine instabile Kante
der Wert eines harmonischen Kozykels eindeutig durch die Werte der Kanten aus der
Source bestimmt ist.

Definition 2.48 Sei e eine Γu-instabile Kante. Dann sei die Source von e definiert als

Srcpeq :� SrcΓupeq :� te1 P S1 | Es existiert eine Kante
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e2 P Y8pT q mit spe2q � tpe1q und für w : e2 Ñ ε1 Ñ ε2 Ñ . . .

der eindeutige Pfad von e2 zu einem rationalen Ende gilt e P wu
Für eine Γu-stabile Kante e P S1 definieren wir Srcpeq :� SrcΓupeq :� teu.
Bemerkung 2.49 Unmittelbar aus der Definition ist klar, dass dann bpeq � bpe2q gilt.

Lemma 2.50 Sei Γu eine der Gruppen ΓpNq, Γ1pNq oder Γ0pNq (im letzten Fall gelte
q � 2). Sei e � pv1, v2q P Y pT8q und sei v1 der Knoten von e, der weiter von bpeq
entfernt ist. Seien e1, . . . , eq die Kanten ungleich e, die v1 enthalten. Dann ist

Srcpeq � qº
i�1

Srcpeiq
Beweis: Die Notationen tpeq, speq und bpeq seine die aus der Einleitung dieses Kapitels.
Sei # StabΓupeq � qk.
Da entlang einer Gerade im instabilen Bereich des Quotientengraphs die Stabilisatoren
immer um q-Potenzen wachsen, ist # StabΓupeiq � qk�1.
Für k � 1 sind also die Kanten e1, . . . , eq stabil. Es folgt Srcpeiq � teiu. Die Srcpeiq
bilden also eine disjunkte Vereinigung. Da tpeiq � v1 � speq sind die stabilen Kanten
ei P Srcpeq. Für eine beliebige Kante e1 P Srcpeq sei e2 die zugehörige Kante in Y pT8q
mit spe2q � tpe1q. Dann folgt aus bpe2q � bpeq bereits e2 � e, also ist e1 eine der Kanten
ei.
Sei k ¡ 1. Dann sind die Kanten ei instabil. Sei e1 P Srcpeiq und sei e2 die zugehörige
instabile Kante mit spe2q � tpe1q. Da bpeq � bpeiq ist und e auf dem Pfad von ei zum
Ende liegt, liegt e auch auf dem Pfad von e2 zum Ende, also ist e1 P Srcpeq. Sei umgekehrt
e1 P Srcpeq. Sei e2 die zugehörige instabile Kante mit spe2q � tpe1q und bpe2q � bpeq und
sei e2 Ñ ε1 Ñ ε2 � � � Ñ εk � eÑ εk�1 . . . der eindeutige Pfad zu dem rationalen Ende.
Dann muss εk�1 eine der Kanten ei sein, also liegt e1 in genau einer der Srcpeiq. Diese
bilden also eine disjunkte Vereinigung und es gilt

Srcpeq � qº
i�1

Srcpeiq
Lemma 2.51 Srcpeq ist endlich. Genauer gilt # Srcpeq � # StabΓupeq.
Beweis: Sei # StabΓupeq � qk. Falls k � 0 ist, so ist e stabil und Srcpeq � teu. Also
# Srcpeq � 1 � # StabΓupeq.
Sei k ¥ 1. Seien e1, . . . , ek die Kanten aus Lemma 2.50. Dann gilt # StabΓupeiq � qk�1.
Nach Induktion gilt # Srcpeiq � # StabΓupeiq � qk�1. Nach Lemma 2.50 gilt

Srcpeq � qº
i�1

Srcpeiq
Es folgt

# Srcpeq � q̧

i�1

# Srcpeiq � q̧

i�1

qk�1 � qk � # StabΓupeq
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Lemma 2.52 Sei e P Y pT8q und res das Bild von e in ΓuzT . Dann befindet sich res
nach dem vorherigen Abschnitt auf einer Halbgerade, die mit einer eindeutigen Klasse
stabiler Knoten re1s beginnt. Dabei sei e1 so gewählt, dass tpe1q in der selben Zusammen-
hangskomponente von T8 liegt wie e. Dann ist

Srcpeq � StabΓupeq � e1 � tγe1 | γ P StabΓupequ
Beweis: Sei # StabΓupeq � qk. Dann gilt nach Lemma 2.51 # Srcpeq � qk.
Da e1 stabil ist, gilt auch #pStabΓupeq�e1q � qk. Nach Definition ist e1 P Srcpeq. Sei e2 der
zugehörige Knoten in Y pT8q mit spe2q � tpe1q und w : e2 Ñ ε1 Ñ ε2 � � � Ñ εk � eÑ . . .

der zugehörige Pfad nach Unendlich. Sei γ P StabΓupeq. Dann ist γe1 stabil, γe2 instabil
mit spγe2q � tpγe1q und γw der eindeutige Pfad von γe2 nach Unendlich. Aber γw ist
gerade der Pfad γe2 Ñ γε1 Ñ γε2 Ñ � � � Ñ γεk � γe � e Ñ . . . . Also liegt e auch
auf dem Pfad von γe2 nach Unendlich. Nach Definition ist dann γe1 P Srcpeq. Also gilt
StabΓupeq � e1 � Srcpeq. Da die Mengen gleichmächtig sind, folgt Gleichheit.

Lemma 2.53 Srcpγeq � γ Srcpeq für alle γ P Γu.

Beweis: In ΓuzT gilt rγes � res. Sei e1 die zu e gewählte Kante aus Lemma 2.52. Dann
ist γe1 die zu γe gehörende Kante und es gilt

Srcpγeq � StabΓupγeq � γe1 � γ StabΓupeqγ�1γe1 � γ StabΓupeq � e1 � γ Srcpeq
Bemerkung 2.54 Lemma 2.52 liefert uns gleichzeitig einen Algorithmus zum Berech-
nen der Source einer instabilen Kante: Sei ΓuzT bereits berechnet.
Zu e P Y pT8q bestimme ein γ P Γu, so dass e � γẽ ist und ẽ der abgespeicherte
Vertreter von res P ΓuzT . Sei ẽ eine Kante zwischen Knoten der Stufe i und i�1 und sei
ẽ � γ̃pΛi,Λi�1q, also ẽ die zu dem Vertreter γ̃ gehörende Kante der Stufe pi, i�1q. Dann
können wir den Stabilisator von ẽ wie in Lemma 2.27 bzw. Algorithmus 2.38 und 2.44
ausrechnen, und mit ẽ1 die zu ẽ gehörende stabile Kante ist dann Srcpẽq � StabΓupẽqẽ1.
Folglich ist Srcpeq � γ Srcpẽq � γ StabΓupẽqẽ1.
Satz 2.55 (a) Sei c ein Γu-equivarianter harmonischer M -wertiger Kozykel und e

eine instabile Kante. Dann ist

cpeq � ¸
wPSrcpeq cpwq

(b) Umgekehrt sei c̄ eine Γu-equivariante harmonische Abbildung von S1 nach M , mit
S1 wie in Definition 2.7. Dann wird durch

cpeq :� ¸
wPSrcpeq c̄pwq

ein Γu-equivarianter harmonischer M -wertiger Kozykel definiert.
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Beweis: (a) Sei e � pv1, v2q und v1 der Knoten, der weiter von bpeq entfernt ist und
seien e1, . . . , eq die anderen q Kanten, die v1 enthalten. Sei # StabΓupeq � qk. Wir führen
einen Beweis über Induktion nach k.
Für k � 1 ist Srcpeq � te1, . . . equ. Aus der Harmonizität von c folgt dann

q̧

i�1

cpeiq � cpeÆq � 0

Mit cpeÆq � �cpeq folgt dann die Aussage.
Für k ¡ 1 ist nach Lemma 2.50

Srcpeq � qº
i�1

Srcpeiq
Folglich ist ¸

wPSrcpeq cpwq � q̧

i�1

¸
wPSrcpeiq cpwq

Da # StabΓupeiq � qk�1 ist, folgt nach Induktionsvoraussetzung¸
wPSrcpeiq cpwq � cpeiq

Aus der Harmonizität von c folgt dann

cpeq � q̧

i�1

cpeiq � q̧

i�1

¸
wPSrcpeiq cpwq � ¸

wPSrcpeq cpwq
(b) Die Wohldefiniertheit von c folgt aus Lemma 2.51 und die Γu-Equivarianz von c folgt
aus Lemma 2.53. Für die Harmonizität von c seien e und e1, . . . eq wie im Beweis von
(a). Dann gilt nach Lemma 2.50

cpeq � ¸
wPSrcpeq c̄pwq � q̧

i�1

¸
wPSrcpeiq c̄pwq � q̧

i�1

cpeiq
2.6 Der Träger eines Kozykels

Wir haben in Satz 2.5 gesehen, dass ein M -wertiger harmonischer Kozykel für eine
Kongruenzuntergruppe Γu mit Werten in Charakteristik p � CharpK8q nur auf einem
endlichen Teil des Graphen ungleich null ist. In diesem Abschnitt wollen wir die Aus-
sage aus Satz 2.5 in userem konkreten Fall, also für die Untergruppen ΓpNq,Γ1pNq
und Γ0pNq, q � 2 und für M � V p1 � kq b pdetq2�k, präzisieren. Dazu erinnern wir
uns kurz an den Beweis von Satz 2.5. Wir haben dort gezeigt, dass für e1, e2, . . . ei-
ne Folge von Kanten in T , die zu einer Spitze von Γu gehören, es ein n P N gibt mit
#pStabΓupeiq{StabΓupei�1qq � q für alle i ¥ N . Weiterhin bilden die invarianten Un-
terräume Mi :� tm P M | γm � m für alle γ P StabΓupeiqu eine absteigende Kette von
Untervektorräumen in M. Für M endlich-dimensional wird diese Kette also irgendwann
stationär. Im Beweis von Satz 2.5 haben wir dann gesehen, dass entlang einer Spitze
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der Zykel ab der Stufe i verschwindet, sobald die beiden Bedingungen Mi�1 � Mi und
#pStabΓupeiq{StabΓupei�1qq � q erfüllt sind. In Abschnitt 2.4 haben wir allerdings gese-
hen, dass die zweite Bedingung automatisch erfüllt ist, sobald eine Kante instabil wird.
Uns kommt es also vor allem auf die erste Bedingung an. Eine oberer Abschätzung für
die Grösse des Trägers von harmonischen Kozykeln kriegen wir daher aus der Dimension
des Vektorraums M.

Satz 2.56 Sei M ein r-dimensionaler Vektorraum über einem Körper der Charakte-
ristik p � CharpK8q. Sei N P FqrT s mit n :� degpNq und sei Γu eine der Gruppen
ΓpNq,Γ1pNq oder Γ0pNq mit q � 2. Sei c ein M -wertiger Γu-equivarianter harmoni-
scher Kozykel. Dann ist cpeq � 0 für e eine Kante zwischen Knoten der Stufe i und i�1
mit i ¥ r � n� 1.

Beweis: Da degpNq � n ist, werden Kanten spätestens zwischen Knoten der Stufe
n und n � 1 instabil. Da dimpMq � r ist, gilt dann spätestens nach r � 1 Schritten
Mi�1 �Mi.

Da wir an den Kozykeln in CharpΓu, kq mit k ¥ 2 intressiert sind, bietet es sich an dieser
Stelle an, kurz die Dimension des Vektorraums V p1� kq b pdetq2�k auszurechnen:

Bemerkung 2.57 Für k ¥ 2 ist dimV p1� kq b pdetq2�k � k � 1.

Beweis: Es ist dimV p1�kqbpdetq2�k � dimV p1�kq, da der Twist mit der Determinan-
te nichts an der Dimension des Vektorraums, sondern nur an der Operation der GL2pK8q
ändert. Weiterhin ist dimV p1 � kq � dimV p�pk � 1qq � dimV pk � 1q, da ein endlich-
dimensionaler Vektorraum die gleiche Dimension wie sein Dualraum hat. V pk � 1q ist
jetzt der Vektorraum der homogenen Polynome in 2 Variablen X und Y vom Grad k�2
überK8. Eine Basis von V pk�1q sind nun die k�1 TupelXk�2Y 0,Xk�3Y 1, . . . X0Y k�2.
Insgesamt bekommen wir dimV p1� kq b pdetq2�k � k � 1.

2.7 Explizite Beschreibung von CharpΓu, kq
In diesem Abschnitt sei Γu eine der Kongruenzgruppen Γ1pNq oder ΓpNq. Weiterhin
sei der Fall Γ0pNq mit q � 2 und Γ0pNqzT ohne isolierte Knoten zugelassen. Nach
Bemerkung 2.46 ist dies äquivalent dazu, dass N einen Primteiler pi hat mit degppiq
ungerade.
Sei c P CharpΓu, kq. Wir haben in Satz 2.55 gezeigt, dass für eine instabile Kante e P Y pT q
gilt

cpeq � ¸
e1PSrcpeq cpe1q.

c ist also eindeutig durch die Werte auf dem stabilen Teil S1 � Y pT q�Y pT8q bestimmt.
Wegen der Γu-Equivarianz ist c festgelegt durch die Werte auf ΓuzS1, dem stabilen
Teil des Quotientengraphen. c muss dann lediglich Harmonizität auf ΓuzS1 erfüllen.
In Abschnitt 2.4 haben wir die Struktur von ΓuzS1 bereits untersucht. Mit Hilfe der
Ergebnisse aus diesem Abschnitt können wir jetzt eine Basis von CharpΓu, kq angeben.

Satz 2.58 Sei i ¥ 1, ē P ΓuzS1 eine Kante zwischen Knoten der Stufe i und i� 1 und
sei e P π�1pēq. Dann gibt es q Kanten X � tē1, . . . , ēqu � ΓuzS1 zwischen Knoten der
Stufe i� 1 und i, so dass cpeq eindeutig durch die Werte auf X bestimmt ist.
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Beweis: cpeq ist wegen der Γu-Equivarianz eindeutig bestimmt durch den Wert auf ē.
Sei e � pvi, vi�1q mit vi ein Knoten der Stufe i. Da e stabil ist, hat v̄i :� πpviq in
ΓuzT genau q Kanten ungleich ē. Diese sind zwischen Knoten der Stufe i� 1 und i. Sei
X � tē1, . . . , ēqu die Menge dieser Knoten. Aufgrund der Harmonizität von c gilt

cpēÆq � q̧

i�1

cpēiq � 0

und folglich

cpēq � q̧

i�1

cpēiq.
Über Induktion folgt, dass c eindeutig bestimmt ist durch die Werte auf den stabilen
Kanten zwischen Knoten der Stufe 0 und 1 in ΓuzS1. c muss Harmonizität auf diesen
Knoten erfüllen. Sei S̄ die Menge der stabilen Knoten zwischen 0 und 1 in ΓuzS1. Zu
jedem stabilen Knoten v̄0 der Stufe 0 in ΓuzS1 gehören q�1 angrenzende Kanten S̄v̄0

� S̄.
Aufgrund der Harmonizität von c gilt dann

°
ēPS̄v̄0

cpēÆq � 0. Weitere Bedingungen an

c erhalten wir nicht. Folglich gilt:

Satz 2.59 Sei k ¥ 2. Sei l11 die Anzahl der Stabilen Kanten zwischen 0 und 1 und
l10 die Anzahl der stabilen Knoten der Stufe 0 in ΓuzT . Dann gilt dimCharpΓu, kq �pk � 1qpl11 � l10q � p1� kqχpΓuq
Beweis: Es gibt genau l11 � l10 Kanten, denen wir einen beliebigen Wert in V p1 � kq b
det2�k zuordnen können. Nach Bemerkung 2.57 gilt dimV p1�kqbdet2�k � k�1. Also
folgt dimCharpΓu, kq � pk � 1qpl11 � l10q. Die zweite Behauptung folgt aus Satz 2.23 und
l11 � l10 � l1 � l0. Letzteres gilt, da im Quotientengraphen zu jedem stabilen Knoten der
Stufe i ¥ 1 eine eindeutige stabile Kante zwischen Knoten der Stufen i und i�1 gehört.

Wir erhalten also eine explizite Basis von CharpΓu, kq der Formtpei, vjq | i � 1, . . . ,�χpΓuq, j � 1, . . . , k � 1u
mit ei eine Teilmenge der Kanten zwischen 0 und 1 in ΓuzT und
V p1� kq � xv1, . . . , vk�1yK8 .

Bemerkung 2.60 Teitelbaum zeigt in [Te1] mit Hilfe des Satzes von Riemann-Roch
die selbe Dimensions-Formel für die Dimension des Raumes SkpΓuq der Drinfeldschen
Spitzenformen vom Gewicht k zu einer Kongruenzgruppe Γu. In Abschnitt 2.8 werden
wir einen Isomorphismus zwischen SkpΓuq und CharpΓu, kq kurz skizzieren.

Beispiel 2.61 Sei k � 4, q � 2 und Γu � Γ1pT 2q. Dann ist

dimCharpΓu, kq � p1� 4qχpΓ1pT 2qq� 3 � pGL2pFqrT sq : Γ1pT 2qq 1p22 � 1q � p2� 1q � 3 � 12{3 � 12.
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Abbildung 10: Der Quotientengraph von Γ1pT 2qzT für k � F2

Abbildung 10 zeigt den Quotientengraph von Γ1pT 2qzT . In der Abbildung sind die stabi-
len Kanten mit den Zahlen 1. bis 5. sowie 6. und 8. markiert. Die Kanten 1., 2., 3., 4. und
5. sind die fünf stabile Kanten zwischen 0 und 1, es gibt einen stabilen Knoten der Stufe
0, der die Kanten 2., 3. und 4. als Nachbarkanten hat. Ein harmonischer Kozykel ist dann
dadurch bestimmt, dass wir auf den Kanten 1., 2., 3., und 5. Werte in V p1� 4qbdet2�k

vorgeben. Sei tU2, U � V, V 2u eine Basis von V p3q und sei tpU2qÆ, pU � V qÆ, pV 2qÆu die
duale Basis in V p�3q b det2�k.
Sei c gegeben durch die folgende Tabelle, in der die zu den Kanten gehörenden Matrizen
jeweils mit eingetragen sind.

1.

�
0 1
1 0


 pΛ0,Λ1q pU2qÆ
2.

�
0 1
1 T


 pΛ0,Λ1q pU � V qÆ
3.

�
1 0
T 1


 pΛ0,Λ1q pV 2qÆ
5.

�
1 T � 1

T � 1 T 2


 pΛ0,Λ1q pU2qÆ
v0 � �0 1

1 T



Λ0 ist der einzige stabilen Knoten der Stufe 0. Die Kanten 2., 3., und 4.

grenzen an diesen stabilen Knoten. Aus

0 � ¸
ēPS̄v̄0

cpēÆq � � ¸
ēPS̄v̄0

cpēq
folgt dann, dass c an der Kante 4. den Wert �ppU � V qÆ � pV 2qÆq � pU � V qÆ � pV 2qÆ
annimmt.
An der Kante 6. nimmt c den Wert pU2qÆ � pU � V qÆ an und an der Kante 8. den WertpU2qÆ � pU � V qÆ � pV 2qÆ.
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Damit haben wir c vollständig auf den stabilen Bereich von Γ1pT 2qzT fortgesetzt.
Um c an den instabilen Kanten 7. und 9. auszuwerten, müssen wir Stabilisatoren aus-
rechnen.

Die Kante ē � 7. ist gegeben durch die Matrizen γpΛ1,Λ2q mit γ � �
1 0
T 1



. Aus

γ�1 � γ folgt Mγ�1 � T , also T 2

ggTpT 2,Mγ�1q � T . Nach 2.38 ist der Stabilisator der

Kante γpΛ1,Λ2q also gegeben durch

γt�1 0 � T
0 1



,

�
1 1 � T
0 1


uγ�1 � t�1 0
0 1



,

�
T 2 � 1 T

T 3 T 2 � 1


u
und es gilt folglich für den Wert von c an der Kante ē

cpēq � ¸
êPSrcpēq cpêq � ¸

γ̂PStabpēq cpγ̂γpΛ0,Λ1qq� cpγpΛ0,Λ1qq ��T 2 � 1 T

T 3 T 2 � 1



cpγpΛ0,Λ1qq� pV 2qÆ ��T 2 � 1 T

T 3 T 2 � 1


 pV 2qÆ � T 2 � pU2qÆ � pT 4 � 1qpV 2qÆ.
Die Kante ē � 9. ist gegeben durch die Matrizen γpΛ1,Λ2q mit γ � �T � 1 1

T 2 T � 1



. Es

ist Mγ�1 � T 2, also T 2

ggTpT 2,M
γ�1 q � 1. Der Stabilisator der Kante γpΛ1,Λ2q berechnet

sich also zu

γt�1 0
0 1



,

�
1 1
0 1



,

�
1 T

0 1



,

�
1 T � 1
0 1


uγ�1� t�1 0
0 1



,

�
T 3 � T 2 � 1 T 2 � 1

T 4 T 3 � T 2 � 1



,�

T 4 � T 3 � 1 T 3 � T

T 5 T 4 � T 3 � 1



,

�
T 4 � T 2 � 1 T 3 � T 2 � T � 1
T 5 � T 4 T 4 � T 2 � 1


u
und mit eÆ � p� 1 T � 1

T � 1 T 2


 pΛ0,Λ1qqÆ berechnet sich der Wert von c an der Kante

ē zu

cpēq � ¸
êPSrcpēq cpêq � ¸

γ̂PStabpēq cpγ̂eÆq � ¸
γ̂PStabpēq γcpeÆq � ¸

γ̂PStabpēq γ̂pU2qÆ� pU2qÆ � pT 6 � T 4 � 1q � pU2qÆ � T 8 � pV 2qÆ � pT 8 � T 6 � 1q � pU2qÆ � T 10 � pV 2qÆ�pT 8 � T 4 � 1q � pU2qÆ � pT 10 � T 8q � pV 2qÆ � pU2qÆ.
2.8 Motivation II

Teitelbaum hat in [Te1] eine Methode vorgestellt, wie man mit Hilfe von harmonischen
Γu-equivarianten Kozykeln Drinfeldsche Modulformen konstruieren kann. Wir stellen
hier nur kurz Teitelbaums Resultat dar. Für Details verweisen wir auf [Te1] beziehungs-
weise auf [Ge].
Sei K8 die Vervollständigung bezüglich v8 vom algebraischen Abschluss von K8 und sei
Ω :� K8 �K8 die Drinfeldsche obere Halbebene. GL2pK8q operiert auf Ω via linearer
Transformationen.
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Definition 2.62 Eine Funktion f : Ω ÝÑ K8 heißt Modulform vom Gewicht k für die
Gruppe Γu, falls:

(a) Für γ � �a b

c d


 P Γu und z P Ω gilt fpγzq � pcz � dqkfpzq.
(b) f ist holomorph auf Ω.

(c) f ist holomorph an den Spitzen von Γu.

Wir schreiben MkpΓuq für den Vektorraum der Modulformen vom Gewicht k für Γu.

Die Bedingung pcq müssen wir noch genauer erklären. Sei A � K der Unterring von
Funktionen, die ausser an Unendlich keine Polstellen haben. Zu einem gebrochenen Ideal
L in A können wir dann Funktionen eLpzq und tLpzq definieren als

eLpzq :� z
¹

aPLrt0up1� z

a
q und tLpzq :� eLpzq�1

Sei nun p eine Spitze von Γu und sei γ P GL2pKq mit γp8q � p. Sei Uppq :� StabΓuppq.
Dann fixiert γ�1Uppqγ die Spitze 8, also enthält γ�1Uppqγ eine maximale Untergruppe
linearer Translationen der Form z ÞÑ z � b mit b P L für ein gebrochenes Ideal L von
A (zumindest für die hier betrachteten Γu). Mit diesem Ideal L definieren wir die zur
Spitze p gehörende rigide analytische Funktion tpp,Γuqpzq :� e�1

L pzq.
Sei nun p eine Spitze von Γu. Wir nennen eine Funktion f : Ω ÝÑ K8 holomorph an p,
falls wir eine Entwicklung

fpzq �
i̧¥0

ait
ipp,Γuqpzq

haben.

Definition 2.63 Eine Modulform heißt Spitzenform, falls für alle Spitzen p gilt: In

i̧¥0

ait
ipp,Γuqpzq

ist a0 � 0. Wir schreiben SkpΓuq für den Vektorraum der Spitzenformen vom Gewicht
k für Γu.

Teitelbaum beweist nun in [Te1, Theorem 16] folgenden Satz:

Satz 2.64 Sei Γu eine Kongruenzuntergruppe von GL2pKq und sei k ¥ 2. Dann gibt es
einen Isomorphismus

SkpΓuq ÝÑ CharpΓu, kq
Wir wollen hier nur kurz skizzieren, wie man von Spitzenformen zu harmonischen Kozy-
keln kommt. Für Details verweisen wir auf [Te1]. Teitelbaum konstruiert in seiner Arbeit
eine Reduktions-Abbildung von Ω nach T , die mit der GL2pK8q-Operation kommutiert.
Die Urbilder der Ecken und Kanten bilden einen Atlas von Ω im Sinne der rigiden Geo-
metrie. Mit Hilfe dieser Abbildung kann man zu jeder komplex-wertigen holomorphen
1-Form fpzqdz auf Ω das Residuum Resefpzqdz für eine orientierte Kante e definieren.
Zu einer Spitzenform f vom Gewicht k zu einer Untergruppe Γu � GL2pFqrT sq definieren
wir dann einen Kozykel Respfq vom Gewicht k durch

RespfqpeqpXiY k�2�iq :� Resez
ifpzqdz

Die Harmonizität von Respfq folgt aus dem rigid-analytischen Residuensatz und die Γu-
Equivarianz von f folgt aus der Modularität von f . Teitelbaum zeigt dann, dass die so
erhaltene Abbildung SkpΓuq ÝÑ CharpΓu, kq ein Isomorphismus ist.
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2.9 q � 2, Γ0pNq X Γ1pT q
Der vorgestellte Algorithmus zum Berechnen von CharpΓu, kq funktionert im Fall von
Γu � Γ0pNq und q � 2 nicht, da es in diesem Fall keine stabile Kanten gibt. In diesem
Abschnitt wollen wir kurz einen Ausweg skizzieren. Gelte im gesamten Abschnitt ohne
Einschränkung ggTpN,T q � 1. Dem Problem können wir dann ausweichen, indem wir
erst CharpΓ0pNq X Γ1pT q, kq berechnen, und dann darin CharpΓ0pNq, kq wiederfinden.
Die Gruppe Γ0pNq X Γ1pT q ist l1-torsionsfrei als Untergruppe von Γ1pT q. Wir werden
im Folgenden erklären, wie wir den Graph pΓ0pNq X Γ1pT qqzT berechnen. Danach wer-
den wir die Struktur des Graphen analysieren und zeigen, wie man CharpΓ0pNq, kq in
CharpΓ0pNq X Γ1pT q, kq wiederfinden kann. Dieser Algorithmus wurde in der Arbeit al-
lerdings nicht implementiert. In vielen Fällen ist SkpΓ0pNqq ohnehin trivial, wie der
folgende Satz zeigt:

Satz 2.65 Für q � 2, N � p prim und q � 1 ∤ k ist dimSkpΓ0pNq, kq � 0

Beweis: Siehe [Ge][VII.6]

Die Bedingung ggTpN,T q � 1 ist in diesem Abschnitt nur eine technische
Einschränkung. Falls ggTpN,T q � 1 ist, muss man ein anderes Polynom M suchen,
mit degpMq minimal und ggTpN,Mq � 1. Der Trick funktioniert dann genauso mit der
Gruppe Γ0pNq X Γ1pMq, also der Berechnung von CharpΓ0pNq X Γ1pMq, kq.
2.9.1 Bestimmung eines Repräsentantensystems

Um pΓ0pNqXΓ1pT qqzT zu berechnen, brauchen wir zunächst ein Repräsentantensystem
von Γ0pNq XΓ1pT q in GL2pFqrT sq. Danach können wir dann wie in Satz 1.26 vorgehen.

Lemma 2.66 Es istpΓ0pNq X Γ1pT qqzGL2pFqrT sq � P1pFqrT s{Nq ��FÆ
q 0

0 1


 tpc, dq P pFqq2 r p0, 0qu
Beweis: Da ggTpN,T q � 1 ist, gilt nach dem Chinesischen RestsatzpΓ0pNq X Γ1pT qqzGL2pFqrT sq � Γ0pNqzGL2pFqrT sq � Γ1pT qzGL2pFqrT sq
Die Aussage folgt dann aus Korollar 1.23 und Satz 1.25.

Durch das Ausweichen auf Γ0pNq X Γ1pT q kommt also ein zusätzlicher Komplexitäts-
faktor von q3 hinzu.

Um mit dem Vertretersystem konkret zu rechnen, erklären wir nun kurz, wie eine Ma-

trix aus P1pFqrT s{Nq � �FÆ
q 0

0 1


 tpc, dq P pFqq2 r p0, 0qu auf kanonische Weise nach

GL2pFqrT sq geliftet werden kann.
Nach dem Chinesischen Restsatz gilt FqrT s{pN �T q � FqrT s{N �FqrT s{T � FqrT s{N �
Fq. Sei ψ : FqrT s{N � Fq ÝÑ FqrT s{pN � T q die Umkehrung. ψ kann einfach mittels
Chinesischem Restsatz berechnet werden.
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Weiterhin haben wir einen Isomorphismus

ϕ : SL2pFqrT s{pN � T qq ÝÑ SL2pFqrT s{Nq � SL2pFqq�
a b

c d


 ÞÑ p�a mod N b mod N

c mod N d mod N



,

�
a mod T b mod T

c mod T d mod T


q
ϕ�1 ist dann gegeben durch:

SL2pFqrT s{Nq � SL2pFqq ÝÑ SL2pFqrT s{pN � T qp�a b

c d



,

�
a1 b1
c1 d1
q ÞÑ �

ψpa, a1q ψpb, b1q
ψpc, c1q ψpd, d1q


Wie in Abschnitt 1.7.1 erklärt, können wir P1pFqrT s{Nq berechnen und zu Elementen
γ P SL2pFqrT s{Nq liften. Ein Tupel tpc, dq P pFqq2 r p0, 0qu können wir auf kanonische
Weise zu einer Matrix γ1 P SL2pFqq ergänzen. Dann berechnen wir γ2 :� ϕ�1pγ, γ1q und
liften γ2 wie in Satz 1.33 beschrieben zu einem Element δ P SL2pFqrT sq. Diese Elemente

multiplizieren wir dann noch mit Matrizen aus

�
FÆ

q 0

0 1



.

Um zu einer gegebenen Matrix γ P GL2pFqrT sq eine pΓ0pNqXΓ1pT qq-äquivalente Matrix
aus dem eben konstruierten Vertretersystem zu bestimmen, multipliziert man erst mit

ρ :� �
detpγq�1 0

0 1



und erhält eine Matrix γ1 :� ργ P SL2pFqrT sq. Zu γ1 bestimmt

man, wie im Abschnitt 1.7.1 erklärt, eine Γ0pNq-äquivalente Matrix δ P SL2pFqrT s{Nq.
Weiterhin nimmt man mit γ1 � �a b

c d



die Einträge c1 :� c mod T und d1 :� d mod T ,

und ergänzt pc1, d1q auf kanonische Art zu einer Matrix δ1 P SL2pFqq und berechnet
δ2 :� ϕ�1pδ, δ1q P SL2pFqrT s{N � T q. Das Element δ2 liftet man dann nach SL2pFqrT sq
und multipliziert mit ρ�1. Das Ergebnis ist dann eine zu γ äquivalente Matrix aus
GL2pFqrT sq, die zum abgespeicherten Vertretersystem gehört.

2.9.2 Die Struktur des Quotientengraphen

Die Quotientengraphen pΓ0pNq X Γ1pT qqzT unterscheiden sich in ihrer Struktur nicht
wesentlich von den Quotientengraphen Γ1pNqzT . Um die vorkommenden Knoten zu
charakterisieren, gehen wir ähnlich wie in Abschnitt 2.4.2 vor. Wir untersuchen also erst
die Stabilisatoren von Kanten und zeigen, dass für eine instabile Kanten auf dem Pfad
nach bpeq die Stabilisatoren regelmässig, um q-Potenzen wachsen. Wie in 2.4.2 erhalten
wir dadurch eine komplette Übersicht über den Quotientengraph.

Satz 2.67 (a) Sei x P XpT q ein pΓ0pNq X Γ1pT qq-instabiler Knoten der Stufe i ¥ 1
und sei x � x1 Ñ x2 Ñ x3 Ñ . . . der nach Lemma 2.21 eindeutige instabile
Pfad nach Unendlich. Dann gilt StabΓ0pNqXΓ1pT qpxiq � StabΓ0pNqXΓ1pT qpxi�1q und
#pStabΓ0pNqXΓ1pT qpxi�1q{StabΓ0pNqXΓ1pT qpxiqq � q.

(b) Sei px1, x2q � y P Y pT q eine pΓ0pNq X Γ1pT qq-instabile Kante zwischen Knoten
der Stufe 0 und 1 und sei x1 Ñ x2 Ñ x3 Ñ . . . der nach Lemma 2.21 eindeutige
instabile Pfad nach unendlich. Dann gilt StabΓ0pNqXΓ1pT qpyq � StabΓ0pNqXΓ1pT qpx2q
und StabΓ0pNqXΓ1pT qpxiq � StabΓ0pNqXΓ1pT qpxi�1q für i ¥ 2 und

#pStabΓ0pNqXΓ1pT qpx2q{StabΓ0pNqXΓ1pT qpyqq � q bzw.

#pStabΓ0pNqXΓ1pT qpxi�1q{StabΓ0pNqXΓ1pT qpxiqq � q für i ¥ 2.
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Abbildung 11: Der Quotientengraph von pΓ0pT 2 � 1q X Γ1pT qqzT für k � F3

Beweis: (a) Sei x P XpT q ein Knoten der Stufe i ¥ 1 und sei γΛi ein Vertreter des
Knotens x in pΓ1pT qXΓ0pNqqzT . Dann gilt StabΓ0pNqXΓ1pT qpxq � StabΓ1pT qpxqXΓ0pNq.
Im Beweis von Satz 2.36 haben wir gezeigt, dass zu jedem γ ein Polynom Mγ existiert
mit

StabΓ1pT qpxq � γt�1 f

0 1


 | f P FqrT s,degpfq ¤ i und Mγ�1 teilt fuγ�1

Sei γ � �a b

c d



und sei f ein Polynom in FqrT s mit degpfq ¤ i und Mγ�1 | f .

Dann ist

γ

�
1 f

0 1



γ�1 � 1

ad� bc

�
a b

c d


�
1 f

0 1


�
d �b�c a


 � � Æ Æpad� bcq�1c2f Æ

genau dann in Γ0pNq, wenn c2f � 0 mod N gilt. Mit N 1 :� N

ggTpN,c2q also genau dann,

wenn f � 0 mod N 1 ist, also wenn N 1 das Polynom f teilt.
Also ist

StabΓ1pT qpγΛiqXΓ0pNq � γt�1 f

0 1


 | f P FqrT s,degpfq ¤ i, kgVpMγ�1 ,N 1q teilt fuγ�1

Diese Menge wird mit wachsendem i um jeweils q Elemente größer.
(b) analog zu (a).

Genau wie in Abschnitt 2.4.2 folgen daraus die folgenden beiden Korollare:

Korollar 2.68 In pΓ0pNqXΓ1pT qqzT gibt es nur die folgenden beiden Typen von Kno-
ten der Stufe i ¥ 1:
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x P XppΓ1p0q X Γ1pT qqzT q stabil x P XppΓ0pNq X Γ1pT qqzT q instabil

uq u

Korollar 2.69 In pΓ0pNqXΓ1pT qqzT gibt es nur die folgenden beiden Typen von Kno-
ten der Stufe 0:
x P XppΓ0pNq X Γ1pT qqzT q stabil x P XppΓ0pNq X Γ1pT qqzT q instabil

u q � 1 u

e1 stabil

e instabil

Auch in diesem Fall ist der stabile Bereich im Quotientengraphen also zusammenhäng-
end. Mit n � degpNq gibt es nach Satz 1.30 höchstens bis zur Stufe n�1 stabile Knoten.
Wir können wieder direkt am Quotientengraph ablesen, ob ein Knoten oder eine Kante
stabil ist. Weiterhin gelten die Aussagen aus Abschnitt 2.5 und Abschnitt 2.6 auch für
Γ0pNq X Γ1pT q.
2.9.3 Berechnung von CharpΓ0pNq, kq
Nach den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt, sind wir nun in der Lage,
CharpΓ0pNqXΓ1pT q, kq zu bestimmen. Das nächste Lemma zeigt dann, wie man daraus
CharpΓ0pNq, kq bestimmt:

Definition 2.70 Sei G1 � G eine Untergruppe. Dann bezeichne
GCharpG1, kq :� tϕ P CharpG1, kq | ϕpγeq � γϕpeq für alle γ P Gu die G-equivarianten
Elemente aus CharpG1, kq.
Lemma 2.71 CharpΓ0pNq, kq � Γ0pNq{pΓ0pNqXΓ1pT qqCharpΓ0pNq X Γ1pT qq
Beweis: Sei ϕ P Γ0pNq{pΓ0pNqXΓ1pT qqCharpΓ0pNqXΓ1pT q, kq und sei γ P Γ0pNq. Dann gilt
γ � γ1γ2 mit γ1 P Γ0pNq{pΓ0pNq X Γ1pT qq und γ2 P Γ0pNq X Γ1pT q. Aus der Definition
von Γ0pNq{pΓ0pNqXΓ1pT qqCharpΓ0pNqXΓ1pT q, kq und der pΓ0pNqXΓ1pT qq-Equivarianz von
ϕ folgt dann

ϕpγeq � ϕpγ1γ2eq � γ1ϕpγ2qe � γ1γ2ϕpeq � γϕpeq
Da ϕ auch harmonisch ist, gilt also ϕ P CharpΓ0pNq, kq.
Umgekehrt sei ϕ P CharpΓ0pNq, kq. Dann ist ϕ natürlich auch in CharpΓ0pNqXΓ1pT q, kq
und es gilt für γ P Γ0pNq{pΓ0pNqXΓ1pT qq aufgrund der Γ0pNq-Equivarianz von ϕ auch
ϕpγeq � γϕpeq. Also ist ϕ P Γ0pNq{pΓ0pNqXΓ1pT qqCharpΓ0pNq X Γ1pT q, kq.
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3 Hecke-Operatoren

In diesem Kapitel definieren wir die Hecke-Operatoren auf harmonischen Kozykeln
und liefern einen Algorithmus zum Berechnen einer Darstellungsmatrix der Operato-
ren bezüglich der Basis aus Kapitel 2.

3.1 Die Operatoren Tp

Sei Γu eine der zulässigen Kongruenzuntergruppen aus Abschnitt 2.7 und sei p P FqrT s
irreduzibel mit ggTpN, pq � 1. Sei

Γ0ppq :� t�a b

c d


 | b � 0 mod pu.
Unser erstes Ziel ist es, Hecke-Operatoren Tp auf CharpΓu, kq zu definieren.

Lemma 3.1 Wir haben eine Bijektion

Φp : Γu X Γ0ppq ÝÑ Γu X Γ0ppq
γ ÞÑ �

p 0
0 1



γ

�
p 0
0 1


�1

(1)

Beweis: Sei γ � �a b

c d


 P ΓX Γ0ppq.
Da γ P Γ0ppq ist, folgt�

p 0
0 1



γ

�
p�1 0
0 1


 � � a pb

cp�1 d


 �: γ1 P Γ0ppq
Da ggTpN, pq � 1 war, ist für γ P Γu auch γ1 P Γu.
Insgesamt ist die Abbildung Φp wohldefiniert.
Genauso zeigt man, dass die Abbildung

Γu X Γ0ppq ÝÑ Γu X Γ0ppq
γ ÞÑ �

p�1 0
0 1



γ

�
p 0
0 1



wohldefiniert ist.
Die beiden Abbildungen sind invers zueinander, also ist Φp bijektiv.

Lemma 3.2 Sei c : Y pT q ÝÑ V ein harmonischer Kozykel. Dann definiert c̃peq :�
γcpδeq einen harmonischen Kozykel c̃ : Y pT q ÝÑ V .

Beweis: Sei v P XpT q beliebig und bezeichne vδ :� δv. Dann ist

ȩ ÞÑv

c̃peq �
ȩ ÞÑv

γcpδeq � γ
ȩ ÞÑv

cpδeq � γ
¸

êÞÑvδ

cpêq � γ0 � 0.
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Sei nun c P CharpΓu, kq gegeben. Sei

π2 : pΓu X Γ0ppqqzT ÝÑ ΓuzT
die Projektion und sei πÆ2c :� c�π2 der Pullback von c bezüglich π2. Zu einer Abbildung

c : Y pT q ÝÑ V sei ΦÆ
ppcqpeq :� �p 0

0 1


�1

cp�p 0
0 1



eq.

Weiterhin sei zu c : Y pT q ÝÑ V P CharpΓu X Γ0ppq, kq die Spur von c gegeben durch

trπ1
pcqpeq :� ¸

δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1cpδeq
für e P Y pT q.
Die Abbildung trπ1

ist Unabhängig von der Wahl des Repräsentantensystems von pΓuX
Γ0ppqqzΓu. Seien tδ1, . . . , δlu und tδ11, . . . , δ1lu zwei Repräsentantensysteme und gelte δ1i �
γiδi mit γi P Γu X Γ0ppq. Dann gilt mit der pΓu X Γ0ppqq-Equivarianz von c

ļ

i�1

pδ1iq�1cpδ1ieq � ļ

i�1

δ�1
i γ�1

i cpγiδieq � ļ

i�1

δ�1
i cpδiγiq.

Damit können wir jetzt die Hecke-Operatoren Tp definieren:

Definition 3.3 Zu c P CharpΓu, kq definiere Tpc :� trπ1
�ΦÆ

p � πÆ2pcq.
Das folgende Diagramm veranschaulicht die Definition von Tp:

CharpΓu X Γ0ppq, kq ΦÆp //

πÆ
2
pcq 33

CharpΓu X Γ0ppq, kq
trπ1

��

ΦÆp�πÆ2pcq
%%

CharpΓu, kq
c

66

πÆ
2

OO

CharpΓu, kq Tppcq // V

Satz 3.4 Tp ist wohldefiniert.

Beweis: Wir zeigen die Wohldefiniertheit von Tp in 3 Schritten:
1.: Zu zeigen: Für c P CharpΓu, kq ist πÆ2c P CharpΓu X Γ0ppq, kq.
Dass πÆ2 die Harmonizität erhält ist unmittelbar klar. Die Γu X Γ0ppq-Equivarianz von
πÆ2 folgt direkt aus der Γu-Equivarianz von c.
2. Zu zeigen: Für c P CharpΓu X Γ0ppq, kq ist ΦÆ

pc P CharpΓu X Γ0ppq, kq.
Die Harmonizität gilt nach Lemma 3.2. Für die ΓuXΓ0ppq-Equivarianz sei γ P ΓuXΓ0ppq.
Dann gilt

ΦÆ
ppγeq � �p 0

0 1


�1

cp�p 0
0 1



γeq � �p 0

0 1


�1

cp �p 0
0 1



γ

�
p 0
0 1


�1loooooooooooomoooooooooooonPΓuXΓ0ppq nach Lemma 3.1

�
p 0
0 1



eq� �p 0

0 1


�1�
p 0
0 1



γ

�
p 0
0 1


�1

cp�p 0
0 1



eq � γΦÆ

ppcq.
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3. Zu zeigen: Für c P CharpΓu X Γ0ppq, kq ist trπ1
pcq P CharpΓu, kq.

Die Harmonizität gilt wieder nach Lemma 3.2 und der Tatsache, dass die Summe von
harmonischen Kozykeln wieder harmonisch ist. Für die Γu-Equivarianz sei γ P Γu. Dann
gilt

trπ1
pγeq � ¸

δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1cpδγeq � ¸
δγ�1PpΓuXΓ0ppqqzΓu

pδγ�1q�1cpδγ�1γeq� γ
¸

δγ�1PpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1cpδeq � γ trπ1
peq.

Indem wir die Definition 3.3 auswerten, erhalten wir eine geschlossene Formel für Tp.

Tpcpeq � trπ1
pΦÆ

ppπÆ2pcqqqpeq � ¸
δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1ΦÆ
ppπÆ2pcqqpδeq� ¸

δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1

cp�p 0
0 1



δeq.

Satz 3.5 Tp ist ein linearer Operator auf dem Vektorraum CharpΓu, kq.
Beweis: Seien c, c1 P CharpΓu, kq, λ P K8. Dann ist

Tppc� c1qpeq � ¸
δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1 pc� c1qp�p 0
0 1



δeq� ¸

δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1

cp�p 0
0 1



δeq� ¸

δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1

c1p�p 0
0 1



δeq � Tppcqpeq � Tppc1qpeq

und

Tppλcqpeq � ¸
δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1 pλcqp�p 0
0 1



δeq� λ

¸
δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1

cp�p 0
0 1



δeq � λTppcqpeq.
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3.2 Berechnung von Tp

3.2.1 Berechnung von pΓu X Γ0ppqqzΓu

Da N und p teilerfremd sind, ist für Γu eine der Gruppen Γ0pNq,Γ1pNq und ΓpNq nach
dem Chinesischen RestsatzpΓu X Γ0ppqqzGL2pFqrT sq � ΓuzGL2pFqrT sq � Γ0ppqzGL2pFqrT sq
Wie in Abschnitt 1.7.1 beschrieben berechnen wir Γ0ppqzGL2pFqrT sq � P1pFqrT sq als
Teilmenge von SL2pFqrT s{pq. Weiterhin berechnen wir wie in den Abschnitten 1.7.1,

1.7.2 und 1.7.3 ΓuzGL2pFqrT sq als Teilmenge von

�
FÆ

q 0

0 1


� SL2pFqrT s{Nq.
Nach dem Chinesischen Restsatz gilt wieder

SL2pFqrT s{Nq � SL2pFqrT s{pq � SL2pFqrT s{Npq
.
Mit diesem Isomorphismus gilt dannpΓu X Γ0ppqzGL2pFqrT sq � ΓuzGL2pFqrT sq � Γ0ppqzGL2pFqrT sq� �FÆ

q 0

0 1


� SL2pFqrT s{Nq � SL2pFqrT s{pq � �FÆ
q 0

0 1


� SL2pFqrT s{pNq.
Die Matrizen aus SL2pFqrT s{pNq liften wir wie in Abschnitt 1.7.2 beschrieben nach
SL2pFqrT sq und erhalten insgesamt Matrizen aus GL2pFqrT sq.
Bezeichne ψ : ΓuzGL2pFqrT sq�P1pFqrT s{pq ÝÑ GL2pFqrT sq die so erhaltene Abbildung.

Ein Vertretersystem von pΓuXΓ0ppqqzT ist dann ψ�1p�1 0
0 1


�FqrT s{pq. Auf diese Art

haben wir automatisch Vertreter mit Determinante 1 gewählt.

3.2.2 Berechnung der Operatoren

Wir hatten durch Einsetzen der Definition erhalten:

Tppcqpeq � ¸
δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

δ�1

�
p 0
0 1


�1

cp�p 0
0 1



δeq� �p 0

0 1


�1 ¸
δPpΓuXΓ0ppqqzΓu

�
p 0
0 1



δ�1

�
p 0
0 1


�1

cp�p 0
0 1



δ

�
p 0
0 1


�1�
p 0
0 1



eq.

Die Berechnung der Operatoren vereinfacht sich also etwas, wenn wir anstelle von tδ P
Γu X Γ0ppqqzΓuu die Mengen X :� t�p 0

0 1



δ�1

�
p 0
0 1


�1u und

Y :� t�p 0
0 1



δ

�
p 0
0 1


�1u im Voraus abspeichern.

Da nach Abschnitt 2.7 ein Kozykel eindeutig durch seine Werte auf einem Teil der sta-
bilen Kanten zwischen 0 und 1 bestimmt ist, müssen wir zum Bestimmen einer Darstel-
lungsmatrix von Tp bezüglich der Basis aus 2.7 die Operatoren Tp lediglich auf stabilen
Kanten zwischen 0 und 1 berechnen.
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Die Aufgabe ist es dann, für eine stabile Kante der Form e � γpΛ0,Λ1q den Wert Tppcqpeq
zu bestimmen. Dazu müssen wir für Matrizen δ1 aus Y den Wert cpδ1 �p 0

0 1



γpΛ0,Λ1qq

bestimmen.

Die Aufgabe ist also, zu der Kante e1 � δ1 �p 0
0 1



γpΛ0,Λ1q die äquivalente abgespei-

cherte Kante in ΓuzT zu finden.
Dazu betrachten wir die beiden Matrizen

A1 � δ1 �p 0
0 1



γ

�
1 0
0 1



und

A2 � δ1�p 0
0 1



γ1�1 0

0 π



.

Diese Matrizen entsprechen Anfangs- und Endknoten der Kante e1.
Mit Hilfe des Algorithmus aus Satz 1.19 können wir die Matrizen Ai dann schreiben als

γi

�
1 0
0 πki



αi

mit γi P GL2pFqrT sq, ki P N¥0 und αi P GL2pO8qKÆ8 für i � 1, 2.
Da e1 eine Kante von T ist, gilt dann |k1 � k2| � 1.
Im Fall k2 � k1 � 1 ¡ 2 entspricht können wir die Kante e1 dann in der Form

γ1p�1 0
0 πk1



, γ�1

1 γ2

�
1 0
0 πk2


q
schreiben, wobei γ�1

1 γ2 P StabGL2pFqrT sqpΛk2
q ist.

Die Kante e1 ist dann die Kante γ1pΛk1
,Λk2

q.
Im Fall k1 � k2 � 1 ¡ 2 erhalten wir entsprechend die Kante γ2pΛk1

,Λk2
q� pγ2pΛk2

,Λk1
qqÆ.

Im Fall k2 � k1 � 1 � 1 haben wir das Problem, dass StabGL2pFqrT sqpΛ0q nicht in
StabGL2pFqrT sqpΛ1q enthalten ist. Stattdessen müssen wir ein α P StabGL2pFqrT sqpΛ0q �
GL2pFqq suchen mit αγ�1

1 γ2 P StabGL2pFqrT sqpΛ1q und schreiben dann e1 um als

γ1α
�1pα�1 0

0 πk1



, αγ�1

1 γ2

�
1 0
0 πk2


q
Die Kante e1 ist dann die Kante γ1α

�1pΛ0,Λ1q.
Im Fall k1 � k2 � 1 � 1 gehen wir genauso vor und erhalten die Kante γ2α

�1pΛ1,Λ0q �pγ2α
�1pΛ0,Λ1qÆq.

In allen 4 Fällen haben wir also die Kante e1 schreiben können als γ1pΛi,Λi�1q mit
γ1 P GL2pFqrT sq. Wir schreiben dann γ1 � γ2s1 mit s1 ein Repräsentant aus dem
abgespeicherten Repräsentantensystem von ΓuzGL2pFqrT sq und γ2 P Γu. Die Kan-
te s1pΛi,Λi�1q ist eine der Kanten aus der Überlagerung der Standardgerade Υ aus
Satz 1.26, zu der wir beim Ausrechnen von ΓuzT eine Γu-äquivalente Kante abgespei-
chert haben.
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3.2.3 Beispiel q � 2,Γu � Γ1pT q, p � T � 1

Wir wollen kurz das Beispiel q � 2,Γu � Γ1pT q und p � T � 1 angucken. Der Graph

Γu X zT hat genau eine stabile Kante e, die durch

�
0 1
1 0


 pΛ0,Λ1q gegeben ist.

Es ist pΓu X Γ0ppqqzΓu � t�1 0
0 1



,

�
T � 1 T

T T � 1



,

�
1 0
T 1


u
und folglich

X � Y � t�1 0
0 1



,

�
T � 1 T 2 � T

T
T�1 T � 1



,

�
1 0
T

T�1 1


u.
Also erhalten wir

Tppcqpeq � �p 0
0 1


�1�
cp�p 0

0 1


�
0 1
1 0


 pΛ0,Λ1qq��T � 1 T 2 � T
T

T�1 T � 1



cp�T � 1 T 2 � T

T
T�1 T � 1


�
p 0
0 1


�
0 1
1 0


 pΛ0,Λ1qq�� 1 0
T

T�1 1



cp� 1 0

T
T�1 1


�
p 0
0 1


�
0 1
1 0


 pΛ0,Λ1qq

Aus Algorithmus 1.19 erhalten wir für die erste Kante:�

p 0
0 1


�
0 1
1 0



Λ0 � �1 0

0 1



Λ1α0

und �
p 0
0 1


�
0 1
1 0



Λ1 � �1 0

0 1



Λ0α1

mit α0, α1 P GL2pO8qKÆ8.
Also entspricht die erste Kante der Kantep�1 0

0 1


 pΛ0,Λ1qqÆ.
Für die zweite Kante erhalten wir�

T � 1 T 2 � T
T

T�1 T � 1


�
p 0
0 1


�
0 1
1 0



Λ0 � �T 1

1 0



Λ1α0

und �
T � 1 T 2 � T

T
T�1 T � 1


�
p 0
0 1


�
0 1
1 0



Λ1 � �T 1

1 0



Λ2α1.

Die zweite Kante entspricht also der Kante�
1 T

0 1


�
0 1
1 0


 pΛ1,Λ2q.
Für die dritte Kante erhalten wir�

1 0
T

T�1 1


�
p 0
0 1


�
0 1
1 0



Λ0 � �1 1

0 1



Λ0α0
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und �
1 0
T

T�1 1


�
p 0
0 1


�
0 1
1 0



Λ1 � �1 0

0 1



Λ0α1.

Die dritte Kante entspricht folglich der Kantep�1 1
0 1


�
0 1
1 0


 pΛ0,Λ1qqÆ.
Die dritte Kante ist die stabile Kante e mit umgedrehter Orientierung. Die ersten beiden
Kanten sind die beiden instabilen Nachbarkanten von e. Daher haben die Kanten jeweils
einen 2-elementigen Stabilisator und es gilt

cp�1 0
0 1


 pΛ0,Λ1qq � ��1 0
0 1



cpeq ��1 1

0 1



cpeq

und

cp�0 1
1 0


 pΛ1,Λ2qq � �1 0
0 1



cpeq ��1 0

T 1



cpeq.

Insgesamt erhalten wir

Tppcqpeq � �p 0
0 1


�1�
cpeq ��1 1

0 1



cpeq ��T � 1 0

T
T�1

1
T�1



cpeq��T � 1 0

0 1
T�1



cpeq �� 1 1

T
T�1

1
T�1



cpeq


3.3 Berechnung von Hecke-Eigenwerten

Wir haben in Abschnitt 2.7 eine Basis von CharpΓu, kq explizit angegeben. Mit Hilfe der
Ergebnisse aus Abschnitt 3.2 können wir jetzt die Darstellungsmatrix von Tp bezüglich
dieser Basis sowie die Eigenwerte von Tp berechnen.
Dazu bestimmen wir wie in 2.7 beschrieben eine Teilmenge X � tei | i � 1, . . . ,�χpΓuqu
der Kanten zwischen 0 und 1 von ΓuzT , durch die ein Kozykel eindeutig bestimmt ist.
Es ist dann dimCharpΓu, kq � pk � 1qm mit m � #X. Sei V p1� kq � xv1, . . . , vk�1yK8
und B die Basis tpei, vjq | ei P X, j � 1, . . . , k � 1u
.
Wir wollen MTp :� MatBBpTpq berechnen.
MTp ist eine pk�1q�m�pk�1q�m-Matrix. Für die ersten pk�1q Zeilen initialsieren wir
e1 mit dem Wert vj , j � 1, . . . k � 1 und alle anderen ei � e1 mit dem Wert 0. Dadurch
erhalten wir ein Kozykel c P CharpΓu, kq Dann berechnen wir wie in 3.2 beschrieben
Tpcpe1q � λ1,1v1 � � � � � λ1,k�1vk�1 und schreiben die Koeffizienten λ1,h in die ersten
k� 1 Stellen der Zeile j. Danach berechnen wir Tpcpe2q � λ2,1v2 � � � � � λ2,k�1vk�1 und
schreiben die Koeffizienten λ2,h in die nächsten k � 1 Stellen der Zeile j. Die Zeile j ist
also insgesamt von der Form�

λ1,1 . . . λ1,k�1 λ2,1 . . . λ2,k�1 . . . λm,k�1

�
Für die nächsten pk�1q Zeilen initialisieren wir e2 mit dem Wert vj, j � 1, . . . k�1 und
alle anderen ei � e2 mit dem Wert 0 und berechnen die Zeilen pk � 1q � j analog.
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Allgemein berechnen wir die l � pk � 1q � j-te Zeile, indem wir die Kante el mit dem
Wert vj initialisieren und alle ei � ej mit dem Wert 0 initialisieren. Insgesamt erhalten
wir eine pk�1q �m�pk�1q �m-Matrix, die die Darstellungs-Matrix von MTp bezüglich
der Basis B ist.

Beispiel 3.6 Wir wollen das Beispiel aus 3.2.3 nochmal angucken. Mit der dort ange-
gebenen Formel für Tppcqpeq ergibt sich für k � 3 die Matrix�

1 0
0 1



mit Eigenwerten 1 und T � 1 und für k � 4 die Matrix��1 0 0

0 T � 1 0
0 0 1

�

mit Eigenwerten 1 mit Vielfachheit 2 und T � 1.
Für k � 5 erhalten wir die Matrix ����1 T 2 T 0

0 1 T 0
0 T 2 1 0
0 T 3 T 3 1

�ÆÆ

mit den Eigenwerten 1 mit Vielfachheit 2 und dem Eigenwert 1�T 3

2 mit geometrischer
Vielfachheit 1 und algebraischer Vielfachheit 2. Der Operator ist also nicht diagonali-
sierbar.
Diese Eigenwerte entsprechen denjenigen aus [Li], die die Hecke-Operatoren für die
Gruppe Γ1pT q dort auf eine andere Art explizit ausgerechnet haben.
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A Tabellen für Γ1pNq
In diesem Abschnitt wollen wir beispielhaft für kleine q und einige PolynomeN und p Ta-
bellen mit Eigenwerten der Operatoren Tp auf CharpΓ1pNq, kq angeben. Die Tabellen sind
aufsteigend nach Gewicht geordnet und listen jeweils die Euler-Poincare-Charakteristik
von Γ1pNq, die Dimension von CharpΓ1pNq, kq und die invarianten Faktoren von Tp in
FqpT qrXs mit ihrer jeweiligen Vielfachheit.

q � 2 N � T p � T � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 1, 1q
3 2 pX � 1, 2q
4 3 pX � 1, 2q; pX � T � 1, 1q
5 4 pX � 1, 2q; pX2 � T 3 � 1, 1q
6 5 pX � 1, 2q; pX � T 2 � 1, 1q; pX � T � 1, 2q
7 6 pX � 1, 2q; pX � T 2 � 1, 2q; pX2 � T 5 � 1, 1q
8 7 pX � 1, 2q; pX � T 3 � T 2� T � 1, 1q; ppX � T 3 � 1q2, 1q;pX � T � 1, 2q
9 8 pX � 1, 2q; pX2 � T 6 � T 5 � T 3 � 1, 2q; pX2 � T 7 � 1, 1q
10 9 pX � 1, 2q; pX � T 4 � 1, 1q; pX � T 2 � 1, 2q; ppX � T 4 �

T 3 � T � 1q2, 1q; pX � T � 1, 2q
q � 2 N � T p � T 2 � T � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 1, 1q
3 2 pX � 1, 2q
4 3 pX � 1, 2q; pX � T 2 � T � 1, 1q
5 4 pX � 1, 2q; pX2 � T 6 � T 3 � 1, 1q
6 5 pX � 1, 2q; pX � T 2 � T � 1, 2q; pX � T 4 � T 2 � 1, 1q
7 6 ppX�1q2, 1q; pX�T 4�T 2�1, 2q; pX2�T 10�T 5�1, 1q
8 7 ppX�1q2, 1q; pX�T 2�T �1, 2q; ppX�T 6�T 3�1q2, 1q;pX � T 6 � T 5 � T 3 � T � 1, 1q
9 8 pX�1, 1q; pX2�T 12�T 10�T 5�T 3�1, 1q; pX5�X4�pT 14 � T 12 � T 10 � T 7 � T 5 � T 3q �X3 � pT 23 � T 18 �

T 15�T 12�T 10�T 7�T 5�T 3q�X2�pT 30�T 29�T 28�
T 25 � T 24 � T 21 � T 20 � T 16 � T 15 � T 14 � T 13 � T 12 �
T 11 � T 7 � T 5 � T 3 � 1q �X � T 36 � T 35 � T 33 � T 31 �
T 30 � T 25 � T 24 � T 23 � T 22 � T 20 � T 19 � T 18 � T 17 �
T 16�T 15�T 14�T 13�T 12�T 11�T 7�T 5�T 3�1, 1q

10 9 pX � 1, 2q; pX � T 4 � T 2� 1, 2q; ppX � T 2 � T � 1q2, 1q;pX � T 8 � T 4 � 1, 1q; ppX � T 8 � T 7 � T 6 � T 5 � T 4 �
T 3 � T 2 � T � 1q2, 1q
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q � 3 N � T p � T � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 2, 1q
3 2 pX � 2, 2q
4 3 pX � 2, 2q; pX � T � 2, 1q
5 4 pX � 2, 2q; pX � 2 � T � 2, 2q
6 5 pX � 2, 2q; pX � T 2 � 2, 1q; pX � 2 � T 2 � 2, 1q; pX � 2 �

T 2 � T � 2, 1q
7 6 pX � 2, 2q; pX2 � pT � 1q �X � T 4 � 2 � T � 1, 2q
8 7 pX � 2, 2q; pX � 2 �T � 2, 2q; pX �T 3� 2, 1q; pX�T 3�

T 2 � 2 � T � 2, 1q; pX � 2 � T 3 � 2 � T 2 � 2 � T � 2, 1q
9 8 pX � 2, 2q; pX � 2 �T 2� T � 2, 2q; pX2 �pT 3� 1q �X �

T 4 � 2 � T 3 � 1, 2q
10 9 pX � 2, 2q; pX �T 3�T � 2, 2q; pX�T 4� 2, 2q; pX � 2 �

T 4�2, 1q; pX�2�T 4�T �2, 1q; pX�2�T 4�T 3�2, 1q
q � 3 N � T p � T � 2 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 2, 1q
3 2 pX � 2, 1q; pX � 1, 1q
4 3 pX � 2, 2q; pX � T � 1, 1q
5 4 pX � 2, 1q; pX � 1, 1q; pX � T � 2, 1q; pX � 2 � T � 1, 1q
6 5 pX � 2, 2q; pX � T 2 � 1, 1q; pX � 2 � T 2 � 1, 1q; pX � 2 �

T 2 � 2 � T � 1, 1q
7 6 pX�2, 1q; pX�1, 1q; pX2�pT �2q �X�T 4�T �1, 1q;pX2 � p2 � T � 1q �X � T 4 � T � 1, 1q
8 7 pX � 2, 2q; pX � 2 �T � 1, 2q; pX �T 3� 1, 1q; pX�T 3�

2 � T 2 � T � 2, 1q; pX � 2 � T 3 � T 2 � T � 2, 1q
9 8 pX � 2, 1q; pX � 1, 1q; pX � T 2 � T � 1, 1q; pX � 2 �

T 2 � 2 � T � 2, 1q; pX2 � pT 3 � 2q �X � T 4 � T 3 � 1, 1q;pX2 � p2 � T 3 � 1q �X � T 4 � T 3 � 1, 1q
10 9 pX � 2, 2q; pX � T 3 � T � 1, 2q; pX � T 4 � 1, 1q; pX �

T 4� 2, 1q; pX � 2 �T 4� 1, 1q; pX � 2 �T 4� 2 �T � 2, 1q;pX � 2 � T 4 � 2 � T 3 � 2, 1q
q � 3 N � T p � T 2 � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 2, 1q
3 2 pX � 2, 2q
4 3 pX � 2, 2q; pX � 2 � T 2 � 2, 1q
5 4 pX � 2, 2q; pX � 2 � T 2 � 2, 2q
6 5 pX � 2, 2q; pX � 2 � T 4 � 2, 2q; pX � 2 � T 4 � T 2 � 2, 1q;
7 6 pX�2, 2q; pX2�p2�T 4�2�T 2�1q�X�T 8�T 4�T 2�1, 2q
8 7 pX � 2, 2q; pX � 2 � T 2� 2, 2q; pX � 2 � T 6� 2 � T 4� 2 �

T 2 � 2, 2q; pX � 2 � T 6 � 2, 1q
9 8 pX � 2, 2q; pX � 2 � T 4 � T 2 � 2, 2q; pX2 � p2 � T 6 � 2 �

T 4 � 1q �X � T 8 � T 6 � T 4 � 1, 2q
10 9 ppX � 2q2, 1q; pX � 2 � T 6 � T 4� 2 � T 2 � 2, 2q; pX � 2 �

T 8 � 2, 2q; pX � 2 � T 8 � T 4 � 2, 1q; pX � 2 � T 8 � 2 �
T 4 � 2 � T 2 � 2, 1q; pX � 2 � T 8 � 2 � T 6 � 2 � T 4 � 2, 1q
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q � 3 N � T p � T 2 � T � 2 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 2, 1q
3 2 pX � 2, 1q; pX � 1, 1q
4 3 pX � 2, 2q; pX � 2 � T 2 � T � 1, 1q
5 4 pX � 2, 1q; pX � 1, 1q; pX �T 2�T � 2, 1q; pX � 2 �T 2�

2 � T � 1, 1q
6 5 pX�2, 2q; pX�2�T 4�T 2�1, 2q; pX�2�T 4�2�T 2�1, 2q;pX � 2 � T 4 � T 3 � T 2 � 2 � T � 2, 1q;
7 6 pX � 2, 1q; pX � 1, 1q; pX2 �pT 4�T 2� 2 �T � 1q �X �

T 8� 2 �T 5 � 2 �T 2� T � 1, 1q; pX2 �p2 �T 4 � 2 � T 2�
T � 2q �X � T 8 � 2 � T 5 � 2 � T 2 � T � 1, 1q

8 7 pX � 2, 2q; pX � 2 �T 2� 2 �T � 1, 2q; pX � 2 �T 6�T 3�
1, 1q; pX � 2 � T 6 � 2 � T 5 � 2 � T 3 � 2 � T 2 � T � 2, 1q;pX � 2 � T 6 � 2 � T 5 � 2 � T 4 � T 3 � T � 2, 1q

9 8 pX�2, 1q; pX�1, 1q; pX�T 4�2�T 3�2�T 2�T �1, 1q;pX�2�T 4�T 3�T 2�2�T �2, 1q; pX2�pT 6�T 4�2�
T 3� 1q �X�T 8� 2 �T 7� 2 �T 6�T 3� 1, 1q; pX2�p2 �
T 6�2�T 4�T 3�2q�X�T 8�2�T 7�2�T 6�T 3�1, 1q

10 9 ppX � 2q2, 1q; pX � 2 �T 6�T 4�T 3� 2 �T 2�T � 1, 2q;pX � 2 � T 8 � 2, 1q; pX � 2 � T 8 � T 4 � 1, 1q; pX � 2 �
T 8� 2 �T 4� 1, 1q; pX � 2 �T 8�T 5�T 2� 2 �T � 2, 1q;pX � 2 � T 8 � T 7 � T 6 � 2 � T 3 � 2, 1q

q � 4 N � T p � T � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 1, 1q
3 2 pX � 1, 2q
4 3 pX � 1, 2q; pX � T � 1, 1q
5 4 pX � 1, 4q
6 5 pX � 1, 2q; pX � T � 1, 2q; pX � T 2 � 1, 1q
7 6 pX � 1, 2q; pX � T 2 � 1, 2q; pX2 � T 5 � 1, 1q
8 7 pX � 1, 4q; pX � T � 1, 2q; pX � T 3 � T 2 � T � 1, 1q
9 8 pX � 1, 2q; pX2 � T 5 � 1, 2q; pX2 � T 7 � 1, 1q
10 9 pX�1, 2q; pX�T �1, 4q; pX�T 2�1, 2q; pX�T 4�1, 1q

q � 5 N � T p � T � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 4, 1q
3 2 pX � 4, 2q
4 3 pX � 4, 2q; pX � T � 4, 1q
5 4 pX � 4, 2q; pX � 2 � T � 4, 2q
6 5 pX � 4, 2q; pX � 3 � T � 4, 2q; pX � 4 � T 2 � 4 � T � 4, 1q
7 6 pX � 4, 2q; pX � 4 � T � 4, 2q; pX � 2 � T 2 � T � 4, 2q
8 7 pX � 4, 2q; pX � 4 � T 2 � 3 � T � 4, 2q; pX � T 3 � 4, 1q;pX � T 3 � T 2 � 4 � T � 4, 1q; pX � 4 � T 3 � 4, 1q
9 8 pX � 4, 2q; pX � 4 � T 3 � 2 � T 2 � 2 � T � 4, 2q; pX2 �pT � 3q �X � 3 � T 6 � 4 � T � 1, 2q
10 9 pX � 4, 2q; pX2 � p2 � T � 3q �X � 2 � T 6 � 3 � T � 1, 2q;pX � T 4 � 3 � T 3 � 2 � T � 4, 1q; pX � 4 � T 4 � T 3 � 4 �

T 2 � T � 4, 1q; pX � 4 � T 4 � 2 � T 3 � 2 � T � 4, 1q
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q � 7 N � T p � T � 1 χpΓ1pT qq � �1

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 1 pX � 6, 1q
3 2 pX � 6, 2q
4 3 pX � 6, 2q; pX � T � 6, 1q
5 4 pX � 6, 2q; pX � 2 � T � 6, 2q
6 5 pX � 6, 2q; pX � 3 � T � 6, 2q; pX � 6 � T 2 � 4 � T � 6, 1q
7 6 pX � 6, 2q; pX � 4 � T � 6, 2q; pX � 4 � T 2 � 6 � T � 6, 2q
8 7 pX � 6, 2q; pX � 5 � T � 6, 2q; X � T 2 � T � 6, 1q; pX �

T 3 � 5 � T 2 � 2 � T � 6, 1q
9 8 pX � 6, 2q; pX � 6 � T � 6, 2q; pX � 4 � T 2� 3 �T � 6, 2q;pX � 4 � T 3 � 3 � T 2 � 5 � T � 6, 2q
10 9 pX � 6, 2q;pX � 6 � T 2 � 5 � T � 6, 2q; pX � 3 � T 3 �

5 � T 2 � T � 6, 2q; pX � T 4 � 6, 1q; pX � 6 � T 4 � 6, 1q;pX � 6 � T 4 � 2 � T 3 � 6 � T 2 � 2 � T � 6, 1q
q � 2 N � T 2 p � T � 1 χpΓ1pT qq � �4

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 4 pX � 1, 2q; pX, 2q
3 8 pX�1, 2q; pX6�X5�T �X4�pT 5�T 4�T 2�1q�X3�pT 6�T 5�T 3�1q�X2�pT 5�T 4�T 3q�X�T 4�T, 1q
4 12 pX � 1, 2q; pX � T � 1, 2q; pX8 �pT 7 �T 6� T 5�T q �

X6 � pT 10 � T 9 � T 5 � T 4 � T 2q �X5 � pT 12 � T 8 �
T 7�T 6�T 5�T 4�T 3�T 2q �X4�pT 13�T 7�T 6�
T 5�T 4�T � 1q �X3�pT 15�T 14�T 11�T 3�T 2�
T �1q�X2�pT 15�T 13�T 12�T 11�T 10�T 5�T 2�
1q �X � T 12 � T 11 � T 10 � T 8 � T 5 � T 4 � T 3 � T, 1q

q � 2 N � T � pT � 1q p � T 2 � T � 1 χpΓ1pT qq � �3

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 3 pX � 1, 2q; pX, 1q
3 6 pX�1, 1q; pX, 1q; pX4�pT 3�T q�X3�pT 4�

T 2q �X � T 5 � T � 1, 1q
4 3 pX � T 2 � T � 1, 2q; pX � 1, 1q; pX, 1q; pX5 �pT 6�T 3�1q�X4�pT 8�T 7�T 5�T 3�T 2�

T q � X3 � pT 6 � T 5 � T 4 � T q � X2 � pT 7 �
T 6 � T 5 � T 4 � T 3 � T � 1q �X � T 10 � T 5 �
T 4 � T 3 � T 2 � T � 1, 1q
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B Tabellen für ΓpNq
In diesem Abschnitt wollen wir beispielhaft für kleine q und einige Polynome N und p

Tabellen mit Eigenwerten der Operatoren Tp auf CharpΓpNq, kq angeben. Es gelten die
selben Konventionen wie in Anhang A.

q � 2 N � T p � T � 1 χpΓpT qq � �2

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 2 pX � 1, 2q
3 4 pX � 1, 2q; ppX � 1q2, 1q
4 6 pX � 1, 2q; ppX � 1q2, 1q; pX � T � 1, 2q
5 8 pX � 1, 2q; ppX � 1q2, 1q; pX2 � T 3 � 1, 2q
6 10 pX�1, 2q; ppX�1q2, 1q; pX�T �1, 2q; ppX�T �1q2, 1q;pX � T 2 � 1, 2q
7 12 pX�1, 2q; ppX�1q2, 1q; pX�T 2�1, 2q; ppX�T 2�1q2, 1q;pX2 � T 5 � 1, 2q
8 14 pX�1, 2q; ppX�1q2, 1q; pX�T �1, 2q; ppX�T �1q2, 1q;ppX � T 3 � 1q2, 2q; pX � T 3 � T 2 � T � 1, 2q
9 16 pX � 1, 2q; ppX � 1q2, 1q; pX2 � T 6 � T 5 � T 3 � 1, 4q;pX2 � T 7 � 1, 2q
10 18 pX�1, 2q; ppX�1q2, 1q; pX�T �1, 2q; ppX�T �1q2, 1q;pX � T 2 � 1, 2q; ppX � T 2 � 1q2, 1q; pX � T 4 � 1, 2q;ppX � T 4 � T 3 � T � 1q2, 2q

q � 2 N � T p � T 2 � T � 1 χpΓpT qq � �2

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 2 pX � 1, 2q
3 4 pX � 1, 2q; ppX � 1q2, 1q
4 6 pX � 1, 2q; ppX � 1q2, 1q; pX � T 2 � T � 1, 2q
5 8 pX � 1, 2q; ppX3 �pT 5�T 4� 1q �X2�pT 7�T 6�T 5�

T 3 � 1q �X � T 11 � T 10 � T 8 � T 6 � T 4 � T 3 � 1q2, 1q
6 10 pX�1, 2q; ppX�1q2, 1q; pX�T 2�T �1, 2q; ppX�T 2�

T � 1q2, 1q; pX � T 4 � T 2 � 1, 2q
7 12 pX�1, 2q; pX�T 4�T 2�1, 2q; ppX�T 2�1q2, 1q; ppX3�pT 9�T 6�1q�X2�pT 13�T 10�T 7�T 5�1q�X�T 19�

T 16�T 14�T 13�T 11�T 10�T 9�T 7�T 6�T 5�1q2, 1q
8 14 pX � 1, 2q; pX � T 2 � T � 1, 2q; ppX � T 2 � T � 1q2, 1q;pX � T 6 � T 5 � T 3 � T � 1, 2q; ppX3 � pT 10 � T 8 � 1q �

X2�pT 14�T 12�T 10�T 6�1q �X�T 22�T 20�T 16�
T 12 � T 8 � T 6 � 1q2, 1q
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q � 3 N � T p � T � 1 χpΓpT qq � �3

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 3 pX � 2, 3q
3 6 pX � 2, 2q; ppX � 2q2, 2q
4 9 pX � 2, 4q; ppX � 2q2, 1q; pX � T � 2, 3q
5 12 pX�2, 2q; ppX�2q2, 2q; pX�2�T �2, 2q; ppX�2�T �

2q2, 2q
6 15 pX�2, 4q; ppX�2q2, 1q; pX�T 2�2, 3q; pX�2�T 2�2q, 3q;pX � 2 � T 2 � T � 2, 3q
7 18 pX�2, 2q; ppX�2q2, 2q; pX2�pT�1q�X�T 4�2�T�1, 2q;ppX2 � pT � 1q �X � T 4 � 2 � T � 1q2, 2q
8 21 pX � 2, 4q; ppX � 2q2, 1q; pX � 2 � T � 2, 4q; ppX � 2 �

T � 2q2, 1q; pX �T 3� 2, 3q; pX �T 3�T 2� 2 �T � 2, 3q;pX � 2 � T 3 � 2 � T 2 � 2 � T � 2, 3q
9 24 pX�2, 2q; ppX�2q2, 2q; pX�2�T 2�T �2, 2q; ppX�2�

T 2�T � 2q2, 2q; pX2�pT 3� 1q �X�T 4� 2 �T 3� 1, 2q;ppX2 � pT 3 � 1q �X � T 4 � 2 � T 3 � 1q2, 2q;
10 27 pX � 2, 4q; ppX � 2q2, 1q; pX � T 4 � 2, 6q; pX � T 3 �

T � 2, 4q; ppX � T 3 � T � 2q2, 1q; pX � 2 � T 4 � 2, 3q;
X � 2 � T 4 � T � 2, 1q; pX � 2 � T 4 � T 3 � 2, 1q

q � 4 N � T p � T � 1 χpΓpT qq � �4

k dimCharpΓ1pT qq Invariante Faktoren von Tp mit Vielfachheit
2 4 pX � 1, 4q
3 8 pX � 1, 4q; ppX � 1q2, 2q
4 12 pX � 1, 4q; ppX � 1q2, 2q; pX � T � 1, 4q
5 16 pX � 1, 6q; ppX � 1q2, 5q;
6 20 pX�1, 4q; ppX�1q2, 2q; pX�T �1, 4q; ppX�T �1q2, 2q;pX � T 2 � 1, 4q
7 24 pX�1, 4q; ppX�1q2, 2q; pX�T 2�1, 4q; ppX�T 2�1q2, 2q;pX2 � T 5 � 1, 4q
8 28 pX�1, 4q; ppX�1q2, 6q; pX�T �1, 4q; ppX�T �1q2, 2q;pX � T 3 � T 2 � T � 1, 4q
9 32 pX�1, 4q; ppX�1q2, 2q; pX2�T 5�1, 8q; pX2�T 7�1, 4q
10 36 pX�1, 4q; ppX�1q2, 2q; pX�T �1, 4q; ppX�T �1q2, 6q;pX � T 2 � 1, 4q; ppX � T 2 � 1q2, 2q; pX � T 4 � 1, 2q;pX � T 4 � 1, 4q
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Abbildung 12: Der Quotientengraph von Γ1pT 4qzT für k � F2

C Beispiele einiger komplexerer Graphen

An dieser Stelle liste ich noch ein paar mit dem Computer erstellte Graphen auf. Die-
se zeigen, wie schnell die Komplexität der Graphen und daher auch der Algorithmen
zunimmt.
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Abbildung 13: Der Quotientengraph von ΓpT 3qzT für k � F2
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Abbildung 14: Der Quotientengraph von Γ1pT 3 � T qzT für k � F4



LITERATURVERZEICHNIS 81

Literaturverzeichnis
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